
���������
	�������������������������������������! "�!���#��$����
%����������&��	'�'$�������$����
����$�()�� +*,������

�.-0/21436575789��/2:<;7=>8@?���3BA@36?

�����C�C�'$�D+������� �C%�E��.�#D��!���F���F����$�	��G�����H�'��DI�J�I�G�����$����'���������
���� 	'$��,�$I������� ��� 	�*�K�!,�$I����%�������� ��� �'��,�'��L���$���� ���
%����NM��'$����!������� (O�'���'$I�� ��� $I��� ��� P0�����#�!$�� ������ 	Q��$RDI� �����
$���S%�������D���T�����H���U����$�����T	Q��$��V�J��E�DI�'�������W���X,$I�I%Y���Z�.����DI$��
���G���!['���������
���\�'��,����L���$����]�' +^#DI$I�����`_

��aU/<8bAc-0de-faQ80/4g

	#/<8ch!_'�'dCie-0/<dC8j��kK:<l@kU;m8jE�-0/</28@?Ide->��;75nA0-�oU	#pq_r�`_

	#/280h!_��.-0/2148@?���/s-0;mt436/4oe�`_u��1c_

	#/280h!_���34/2v@;78f ";7=j-9��3B:<:<8Uow	#pq_u�x_

	#/<8ch!_�$�-05maUpyde-j��8@?2:s->D+34;{zC36;7/<-Coe	#pq_r�`_

$I���]���|P0�����#�!$��}o~$�P}��EH$I�����! 

�
��$����]�����0�@�0�



���������	��
���������������������
����

����������� ��!�"�#�$���!%��"'&�( "��')�!*��+�,�� ".-���)�/��!

01!�)2-(����2����/)�(��2/���!3
 �2/�4���5�627 "�����!98:��"��*(�

;')'-���"�/��'<>=�?�?�@

A ���B�DC�EF�HG =�C	�JIK���MLN���'O�O��QP.0�R�� ;S�


HGJ���TG��U��-7��2-�V�)�/�"2)F�Q5�W'X�/�"��')	�Y=�?�?�@�Z

��"�!�!���/�X�)�#�+�K,[0�-\".]���/Q!"�()�(�^R���(��/)�5

(��*��"��%(�>;')2-���"_/��`�a���'O�O��

b Gc�������.�� ��!�"�#�$���!d��"'&�( "��')�!

=eGf� "�4�X�".-7

g GcO�/���h���XQ�d(�%�������.������!�"�#�$���!%i�)']��5��'X !

�+��,�� "�-Q��)�/��!

EjGJ�2����/)�(��2/��!*
��2/�4���5�627 "����!d��k�XQ�,���k�)�"�!

leGm���.���/���!�!'+�F(��n�o� )�7�2-�!

�`Gf����O�O��QP.0�R�� ; ���`G:��p�X�k 5��qLr!'W�/ "2��Z

;m;



$I34?2iU=j8 dU- ��;7?<?234/�: -����08 -0aU/234?<36k : -0de-�� ����	'	����0%�(O$�P 168@=j8 ae-0/2:<3�dU8@?y/23��KiU;m?<;m:<8@?
kU361436?<?
	c/<;780?�ae-c/s-f->8��C:s36k���08fdU8>v@/<-0i dU3x�
34?�:s/<3�34=J��;��4kC14; -c?�� � _u��10_��

���������
	�������������������������������������! "�!���#��$����
%����������&��	'�'$�������$����
����$�()�� +*,������

�.-0/21436575789��/2:<;7=>8@?���3BA@36?

�.-0/��48��0�0�@�@�

��/<;m34k : -cdU8@/4g'�#dUiU-0/<dU8>��k :<l@kU;78>EH-c/</<80?�de- ��;75mAc-

	#/<80v@/s-0=j-Cg#�#kUv034kUpe-c/<; -f�#5��B:s/2;71 -

��/<;mv@;7ke-c57=>34k :s3coR- ��36148@=>a~8@?<;���08 36= �
iU5n:s;m/<34?28@57i���08�dC8�:s;7a~8�� - A@345m36:�� iC= -
h 36/</s-c=j36kK:s- 57;7kC3 -0/6_ ��80kK:<iUdU8Uo�/<36148@kUpC34143 ��?23 - :sie-05m=j36k :s3��KiU3 3Bz�:<34kU?���36?�k��08c��5m;7kU34-0/<36?
?��08�a~8@?<?��mA@36;7?! '-�:
�614kU;m1 -#"%$ &(')$+*-,.�>iU=j-�h 36/</s-c=j36kK:s-�Ac-05m;78@?<- aU-0/s-
-.148@kC?2:s/2i���c8�dU3 dC3B�
168@=ja~8@?2;�����34?0/H- A@36573B:s?v@34k��4/<;m1 -0?6oq;7kC1457iC?<;mA03}k1�08 ��57;mkU3 -c/<34?6_���36?2:<3f:</s-��U-057pU8jaU/<8�1436dU34=>8@?
� h 8@/<=j-057;mt -����08y=j-c:s36=2	c:<;714- dU3 iU= =3�6:<8�dC8
/2341436k :s34=>34k :<3 aU/<80aQ8@?�:s8
ae-0/s- aU/2854236:<8.dU3
dU36148@=>a~8@?<;�����34?6/H- A034573B:�k1�c8c��5m;7kU34-0/<36?6�e-0?<36de-0?�34=Jae-c?<?<80?�dU3�"%$ &(')$+*-, 3�8@a~34/s-cdU8@/<36?I=j8@/!�
h 8@5�7@v@;m148@?6_)��5��4= dC;7?<?28UoKaU/<80aQ8@=>8@?#iU= aC/<8�1434dC;7=>34k :s8��KiU3�a~34/2=j;n:s3�80:<;7=>;7t�	 ��5m8�ae-0/<-�iC= -
de-cde-f-0aU57;m1 -����08U_#^ ;7k A@36?2:<;7v -0dU->-f-0aC57;714-���c8Uo�kC8@?Iae-0?<?28@?IdU3�"%$ &('8$+*-, dU-0?IdU34168@=ja~8@?2;�����34?6o
dU3>8@a~34/<-0dU8@/234?=j80/2h 8@5�7@v@;7168@?�-ciC:s8c�NdUie-0;m?4o 8@?9�Kie-0;m?A��4= ?234kUdU8
iC:s;m57;mt -0dU80?�148@= ?2iU1436?<?28
36=;:e5m:</s-0v@36= =>8@/2h 805�7@v@;m1 -Co63'aQ8@?2?<iU36= 1 -0/<-016:<34/��7?2:<;714-0?"dU34?23<4�	 A@36;7?)ae-0/s-I-0? dU36148@=>a~8@?<;�����34?
36==�KiU36?2:>�c8U_���??/H- A034573B:s?�=>8@/2h 805�7@v@;m1 -0?I-c?<?<;m=W14/<;7-0de-0?�?
�08 -0aU57;m1 -0dU-0?I34=X;7=j-0v@34kC?0�KiU3
?��08`?2i��U=>36:s;mde-0?�-xiC= aU/<8�1436?<?<8xdU3�148@=>aU/<36?<?��08@�e-c?<3 -cdU8`36= 148�dU;�:e14-���c8xdU3�?<i����e-0kUdU-0?4_
� dC34?<36=ja~34kCpU8xdC3�168@=jaC/<34?2?
�08�de-0?'dU36148@=>a~8@?<;�����34?#iU?<-0kUdU8�8@?'8@a~34/s-cdU8@/<36?�-0iC:s8 ��dUie-c;7?A�
- Ac-057;7-0dU8�3�148@=>ae-0/<-0dU81480=&8x8��C:s;mdU8148@= dU36148@=>a~8@?<;�����34?'57;mkU3 -0/234?'-0=>aU57-0=j36k :s3�iU?<-0de-0?
ke-f57;n:s36/s-c:<iU/s-C_

;7;m;



�0�U?2:</s-01B:�80hO��;7?2?<34/�: -c:<;78@k�aU/234?<36k :s34d�:<8 ����	'	'���0%�(O$�P -0?�-jaU-0/2:<; -05 h iC5�:e5m57=>34k :�80h):spU3
/23��KiU;7/234=>34k :s?Ih 8@/H:<pU3dU34v@/234380hO�.-0?�:s34/I80h#��14;m34kU163 � � _u��10_��

�����I�� �!���#��$ ����������� ��������.	������D��������.%����!��, ����$�	'L��� +��,����
�	'�'$I�#D��$��

�.-0/21436575789��/2:<;7=>8@?���3BA@36?

�.-c/<1 p �@�c�@�@�

��dCA�;m?<8@/6g��#dUiU-0/<dU8>��k :<l@kU;78>EH-c/</<80?�de- ��;75mAc-

��36ae-0/�:s=>34k : g��#573616:s/2;71�#kUv@;mkU3436/<;mkUv

��k :spU36;7/y8@/2;7v@;mke-05Ih 8@/<=�o���iU5m:<;7/<36?<8@5miC:s;m8@k � - A@345m36:
��36148@=>aQ80?<;m:<;78@kC? -0/<3 5m;7kU34-0/
:<8�8@5m?4_���3BA@36/2:spC345736?<?6o�kC8@k���5m;7kU34-0/�3Bz�:<34kU?2;78@kU?}-0/<3j14iU/2/<34k :<5 � /<36148@v@kC;7t436d :s8 �Q3jaQ80?<?<;��U573co
/IpU36/<3 dU34168@=>aQ8@?2;m:<;78@kU? ;7k 57;nh :s;7kCv ?2:<34aU?�aU57- � -0k ;7=>aQ8@/�: -0k :y/28@573c_&��k :spU;m? /�8@/��wo /�3
aU/28�163436d
:s8j-f= -c:<pU34=j-c:<;71 -c5~h 8@/2= -c57;7t4-c:s;m8@k 8ch#-9kU8@k��N57;mkU3 -0/ /H- A@36573B:�dU36148@=>aQ80?<;m:<;78@kydC3B�
?2;7v@kj=j3B:spU8�dj/2341634k :s5 � aC/<8@a~8@?<36dqo-�e-0?<36d 8@kj57;mh :<;7kUv�?2:s36aU? /I;n:sp>=j8@/2aUpU8@5m8@v@;m1 -05�8@aQ36/s-c:<8@/<?6_
(eiC:<pU34/2=j8@/230o�/�3�aU/28@aQ80?<3-}aU/28�1634dUiU/23;7k 8@/2dU34/H:<898@aC:<;7=>;7t43�;m:�h 8@/�-9v@;mA034k -0aCaU57;m1 -c:<;78@kq_
� 3};7k A034?2:<;7v - :s3x:<pU3}iU?23}80h'?2345mh �NdUie-05 =>8@/2h 80578@v@;m1 -05 8@aQ36/s-c:<8@/<?�;7k�:spU3}5m;mh :<;7kUvf?2:<34aU?6_���345nh �
dUiU-05)80aQ36/s-c:<8@/<?�pe- A@3 �~3436k�iU?<36d�/I;m:<p.?<iC141436?<?�;mk.=>8@/<aUpC8@578@v0;71 -c5 :e5m:<34/2;7kUvj-0aUaU5m;714-c:s;m8@kU?4o
-0kCd�aQ80?<?<36?<?�?236A034/s-c5RiU?236h iU5+1 pe-0/<-016:<34/<;m?2:<;714?�h 8@/�:spU3xkU8@k��N57;mkU3 -0/�dC341480=ja~8@?<;n:s;m8@kU?I;7k A@36?2:<;n�
v - :s34d _�D�pC3`v@36kU34/<-c:s36d�=j80/<aUpU80578@v@;m1 -05 /H- A034573B:s?�-c/<3�iU?<36d.:s8jdU34168@=ja~8@?23x;m= -0v034?6/IpU;71 p
-0/23 -0aCaU57;m34d :s8�-�148@=>aU/234?<?2;78@k aU/<8�1436?<? �e-0?<36dT8@kT?2i����e-ckUdT148�dU;mkUvU_yD�pU3j148@=>aU/<36?<?2;78@k
a~34/�h 8@/<=j-0kU163�8chR?2345mh �NdUie-05 8@aQ36/s-c:<8@/<?I;m?�36Ac-057iU-c:s36d.-0kCd�168@=>ae-0/<36d /I;n:spy:spC3x8@kC34?I80h /�36575
�KkU8 /Ik.5m;7kU34-0/HdU36148@=>a~8@?<;n:s;780kU?4_

;mA



����� ���	��


� ������������������ �

�  �!#"$��%'&)(*(,+-!#��&).,��!0/��21�(���()�-%'/��3&415�3"�!0�����)��!6.7��!0/�(2�-%8"9!#�-(7!0" :

��_<; ��36148@=>aQ80?<;����08 �T- A034573B:���148@aU57-0de- _�_x_�_x_�__x_�_�_x_�_x_�_�_x__�_x_�_ =

��_u� ��36148@=>aQ80?<;����08 �T- A034573B:���34?<-0148@aC5 -0de- _x_�_x_�__x_�_�_x_�_x_�_�_x__�_x_�_ �

��_?> �Rz�34=>aU578@? _�_x_�_x_�_�_x__�_x_�_x_�_�_x_�_x_�__x_�_�_x_�_x_�_�_x__�_x_�_ @

: ACBD"9E��-%'&)(GFIHKJ�LMHON�P �'�

>C_<; Q $ &('8$+*-, ae-c/s-f	#/<34dC;���c8��SRUTWVYX�$[Z ')$[\5*]Q $ &('8$+*-,�� __x_�_�_x_�_x_�_�_x__�_x_�_^;�>

>C_u� Q $ &('8$+*-, ae-c/s-9�H:sie-c57;7t4-���c8 �`_�abXdc�'MVDQ $ &(')$+*-,��_�__x_�_�_x_�_x_�_�_x__�_x_�_^;�e

>C_?> Q $ &('8$+*-, ae-c/s-f	#/<34dC;���c8>3�H:<ie-057;mt -����08 �ORUTfVYX�$[Z ')$[\5*7g�_7abXdc�'OVhQ $ &('8$+*-,�� _x_�_^;�i

>C_j= Q $ &('8$+*-, kU8f14-0?<8>57;mkU3 -0/ _x__�_x_�_x_�_�_x_�_x_�__x_�_�_x_�_x_�_�_x__�_x_�_^;�@

k lnmo�9�����41�(b�p(4qr���,s�%d���t�-%	u�(dv�%,w6%d��"yx	����zf{U!#�-%'(b�p%'" �}|

=U_<; 	#/<8�1436dU;7=>34k :s8fae-c/s-980:s;m=j;mt -����08}de-9?28@57i����08._�__x_�_�_x_�_x_�_�_x__�_x_�_~>b;

| x	������%,"�q���%,w#!#&t!0�-(���%'"r%'& ln�����S��w6�}�3!6(2ln(b��%'&).b��!#/�( :}�

e�_<; �
8@/�h 8@5780v@; -`36=J$I36:s;m14iU57-0dU8@?���8@=jaC5736:<8@?�_�_x_�__x_�_�_x_�_x_�_�_x__�_x_�_~>�>

e�_u� �
8@/�h 8@5780v@; -`36= ��kCh �!��34=>;7/236:s;m14iU57-0dU8@?H��8@=>aU573B:s8@? _�_�_x_�_x_�_�_x__�_x_�_�=oi

A



� � %'"9��w6��(�����" |��

�C_<; ��36148@=>aQ80?<;��!��36?�E�;7dU;m=j36kU?<;m8@ke-0;m?�3���� � _x_�__x_�_�_x_�_x_�_�_x__�_x_�_ e @

�C_u� D+34?2:<34? _x_�_�_x_�_x_�_�_x__�_x_�_x_�_�_x_�_x_�__x_�_�_x_�_x_�_�_x__�_x_�_ �de

�C_?> ��aQ36/s-0dC8@/<36?�=>8�dU;�:e14-0dU8@?�3�kC8 A08@?I:s34?�:s36? _x_�__x_�_�_x_�_x_�_�_x__�_x_�_ i�i

� � �3��/dw#��"��b� ���

� %o�S%o�
	'��/d!6(7"���!��w#!#�}�}��.�� /�(�" �}:

A�;



� ������� �	� 
 ����� ����

��_<; %�= 34?2:
	0v@;m8>dC3�dC341480=ja~8@?<;���08 /�- A@365736:�-0168@aU5 -cde-C_ _�_�_x_�_x_�_�_x__�_x_�_ =

��_u� ��36148@=>aQ80?<;����08 /H- A034573B:�-c148@aU57-0de-}36=
3
k��mA034;m?4g0� - �H-ck1	057;m?<3  �)�1��?��7k :s36?<3c_`_ i

��_?> %�= 34?2:
	0v@;m8>dC3�iC= -}dU36148@=>a~8@?<;���08 /�-bA0345m36:�dU34?<-0148@aC5 -0de-�_ _�_�_x__�_x_�_ �

��_j= �O: -0aU-�dU3H?��mk :s34?23IdU3HiU=j-�dU36148@=>aQ80?<;����08 /�- A@345m36:'dU36?s-0168@aU57-0de-�34=
3
k��nA@34;m?4_ @

>C_<; %�= ae-0?<?28jdC3�Q $ &(')$+*-, ae-0/s-f	#/<36dU;����08Ug'-0k�	057;m?<3�3�?��mk :s34?230_Z_x_�_�_x__�_x_�_^;9=

>C_u� %�= ae-0?<?28jdC3�Q $ &(')$+*-, ae-0/s-9�H:<ie-057;mt -����08Ug#-ck1	057;m?<3�3?��7k :s36?<30_e_�_�_x__�_x_�_^;b�

>C_?> %�= ae-0?<?28jdC3�Q $ &(')$+*-, ae-0/s-f	#/<36dU;����08f3�H:sie-05m;7t4-���08Cg#-0k1	05m;7?23�3?��7k :<34?<3c_J_^;��

>C_j= %�= 34?2:
	0v@;m8>dC3�dC341480=ja~8@?<;���08 /�- A@365736:�57;mkU3 -c/4g#-0k�	057;m?<3�3?��mk :s34?230_#__�_x_�_^;�@

>C_ e (w-c:s80/s-����08
dC32:e5m:</<8@?�57;mkU3 -c/<34?�34=\ae-c?<?<80?}dU3�"%$ &(')$+*-,Qg9-ck1	057;m?<3�� -016;7=j- ��3
?��mk :s34?23 � -��e-0;{z�8��B_+_x_�_�_x__�_x_�_x_�_�_x_�_x_�__x_�_�_x_�_x_�_�_x__�_x_�_ �0�

=U_<; �#?��KiU36= - dU3fdU34168@=>aQ8@?2;����08 dU8 = �B:s8�dU8 dU3faU/<85423B:s8Ug-ck1	057;m?<3 � -014;m= - ��3
?��mk :s34?23 � -��e-0;{z�8��B_+_x_�_�_x__�_x_�_x_�_�_x_�_x_�__x_�_�_x_�_x_�_�_x__�_x_�_ �0�

e�_<; ��=j-0v@34=
f
g' "34ke-�_ _�_�_x__�_x_�_�_x_�_x_�_�_x__�_x_�_x_�_�_x_�_x__�_x_�_�=�;

e�_u� ��aC57;714-���c89dU3
αA

�0?�5m;7kUpU-0?�dU3
f
_ _�_�_x_�_x_�__�_x_�_x_�_�_x_�_x__�_x_�_�=K�

e�_?> ��aC57;714-���c89dU3
βA

�0?�57;mkUpe-0?�dU3
f
_ _�_�_x_�_x_�__�_x_�_x_�_�_x_�_x__�_x_�_�=d>

e�_j= � - ����;7ke-c5q8@/<;mv@;7kU-05
x
 � � �

αA{x}
 � 1 �

βA{x}
 � d �

γA{x}
_`_�_x_�_x__�_x_�_�=oe

A�;m;



e�_ e �Rz�34=>aU578 dU3 dU8@;7?`?<;7kU-0;7?
x, y ∈ (eiUk

(E, T )
36= �KiU3

x � y
_ (e8@k :s3 dU-

:ev@iC/s-Cg�� ;�� _T_�_x_�_x_�_�_x__�_x_�_x_�_�_x_�_x_�__x_�_�_x_�_x_�_�_x__�_x_�_ e0�

e�_r� ��k�:e=>8f34k :s/23xdC8@;7?�?2;7ke-0;m?4g
fx, y

_'(e8@k :s3�dU-�:ev0iU/s-Cg��<;�� _ _�_�_x_�_x__�_x_�_ e,;

e�_ i �Rz�34=>aU578>dU3x-0aU57;m1 -����089dU3�34/28@?
�08�� 57-0dU8f34?���iC34/<dC8���3x-��~34/2:<iU/s- � 57-0dU8fdU;{�
/<36;m:<8��B_#$I34aU-0/<3 �KiU3-}36/<8@?��08914/2; -}iU=��!aU57-c:sl	��kU-}/<34v0; �08}80kUdU3�89?<;mke-05~dU3
34k :</s-0de-

x
14/2iUt -98f34;{zC89pC8@/<;mt48@k : -c5 _#�#?<?23aU5 -c:<l}v -0/<-0k :s3-}3 zC;m?2:��4kU16; -9de-

dU;m5 -c:s-���08`30oea~8@/�148@kC?<34v0iU;7k :s3cowde-f-��Q36/2:<iU/s-C_'(e8@k :<3�dU- :Uv@iU/s-�g
�<;�� _�_�_x_�_ e`=

�C_<; �O: -0aU-0?IdU8f= �B:s8�dU8>� � � dU3148@=>aU/234?<?��08fdU3;7=j-0v@36kU?4_9_�_x_�_�_x__�_x_�_ �@�

�C_u� %�=Yk��mA0345qdC3�dU34168@=ja~8@?2;���c8 �U;7dU;m=j36kU?<;m8@ke-05~v@36/s-0de-9-}aU-0/2:<;7/HdU3�iC= -}dU3 �
1480=ja~8@?<;���08jiUkU;mdU;7=>34kU?2;78@kU-05 _���- 34?��KiU34/2de-�aU-0/s- -jdU;7/234;m:s-CgI?<;mke-05+8@/<;mv@;n�
ke-05 o -0?#dUiU-0?'?<i����U-0kUde-0?';mkK:<34/2=j36dU; 	0/2; -0?)v@34/<-0de-0?'-�ae-c/2:s;m/Rde-�dU36148@=>a~8@?<;{�
��c8�de-0?O5m;7kUpU-0?Rde-�;7=j-0v@34= 80/<;7v0;7ke-05 o -0?A�Kie-c:</<8�?<i����e-0kUdU-0?A:eke-0;m?Rv@36/s-0dU-0?
-9ae-0/�:s;7/�dC3�dC341480=ja~8@?<;���089dU-0?I148@5miUke-0?�de-c?�?2i����e-ckUde-0?�;7k :s36/<=>34dU;�	0/<;7-0?4_x_ � �

�C_?> ��;m?<a~8@?<;���08jde-0? �Kie- :s/<8 ?<i����U-0kUde-0?�/<34?2iU5m:s-0k :s36?�dU3`iC=Xk��mA@365)dC3}dU34168@=9�
a~8@?<;���083/H- A@36573B:dU3}=>8�dU8 -jh 8@/2= -0/�iU=X?<;mke-05+148@=X- =>34?2= - dC;7=>34kU?��08
dU8f?<;mke-05"8@/2;7v@;mke-05 _ _�_�_x__�_x_�_x_�_�_x_�_x_�__x_�_�_x_�_x_�_�_x__�_x_�_ ��>

�C_j= ��8@;m?�k��mA034;m?�dC3�dC341480=ja~8@?<;���08 /�- A@365736:0�U;mdU;7=>34kU?2;78@kU-05 _ _�_x_�_�_x__�_x_�_ �de

�C_ e ��=j-0v@34=Y8@/<;mv@;7kU-05 g) "34ke-Co
512

z
512

o ���CaUaq_._�_�_�_�_�_x_�_x_�_�_x_�__x_�_x_&�@�

�C_r� D+/��4?�k��nA@34;m?�dU3dU34168@=>aQ8@?2;����08 /H- A@36573B:�36= ?<i����e-0kUde-c?�iC:<;75m;7t -ckUdU8}8>aU/<8 �
4236:<8

1
_ _�_x_�_x_�_�_x_�_x__�_x_�_�_x_�_x_�_�_x__�_x_�_x_�_�_x_�_x__�_x_�_ ��@

�C_ i ��=j-0v@34= /<3614iUa~34/<-0de- -0a 70?yaU/<8�1436?<?<8 dU3 1480=jaU/234?2?
�08 �TdU34168@=>aU/<36?<?
�c8Uo
8@kUdC3jh 8@/<-0=\iU?s-0dC8@?`8�aC/<85423B:s8

1
3 8.80aQ36/s-0dU80/

γA

_��H-0/s-c16:s36/��m?2:s;m1 -0?6g
3

k��nA@34;m?�dU3}dC341480=ja~8@?<;���08Coq�'� iUkC;7dU;m=j36kU?<;m8@ke-05 dU3}168@=>aU/<;m=j36kK:<8
2
o : - zC-

dU3
0,15

�UaUaq_ _�_x_�_x_�_�_�_�_�_x_�_x_�_�_x_�_x__�_x_�_�_x_�_x_�_�_�_�_�_x_ ic�

�C_ � ��=j-0v@34= /<3614iUa~34/<-0de- -0a 70?yaU/<8�1436?<?<8 dU3 1480=jaU/234?2?
�08 �TdU34168@=>aU/<36?<?
�c8Uo
1480= 8.iU?28.dU8
aU/<85423B:s8

1
3>8@a~34/<-0dU8@/

γA

_��H-0/<-016:<34/��7?2:<;714-0?4g
5
k��mA@36;7?dU3

dU36148@=>aQ80?<;����08Uoe�'� iCkU;7dU;m=j36kU?<;m8@ke-05~dU31480=jaU/2;7=>34k :s8
2
oU: - zC-9dU3

0,15
�CaUaq_�i';

A�;7;m;



�C_?@ ��=j-0v@34= /<3416iUa~34/s-cde-�168@= 8�iC?<8�dC8�aU/2854236:<8
1
3�8@aQ36/s-0dC8@/

γA

_#�H-c/s-01B:s34/��7?!�
:s;m1 -0?6g

5
k��nA@36;7?�dU3xdC341480=ja~8@?<;���08Cow���|iCkU;7dU;m=j36kU?<;m8@ke-05 dU3x168@=>aU/<;m=j36kK:<8

5
o�: - zC-fdU3

0,15
�UaUa _ _�_�_�_�_�_x_�_x_�_�_x_�_x__�_x_�_�_x_�_x_�_�_�_�_�_x_ i0�

�C_<;b� ��=j-0v@34= /<3416iUa~34/s-cde-�168@= 8�iC?<8�dC8�aU/2854236:<8
3
3�8@aQ36/s-0dC8@/

γA

_#�H-c/s-01B:s34/��7?!�
:s;m1 -0?6g

5
k��nA@36;7?�dU3xdC341480=ja~8@?<;���08Cow���|iCkU;7dU;m=j36kU?<;m8@ke-05 dU3x168@=>aU/<;m=j36kK:<8

2
o�: - zC-fdU3

0,15
�UaUa _ _�_�_�_�_�_x_�_x_�_�_x_�_x__�_x_�_�_x_�_x_�_�_�_�_�_x_ ip=

�C_<;�;T��=j-0v@34= /<3614iUa~34/<-0de-I148@= 8IiU?28IdU8IaU/<85423B:s8
3
3'8@aQ36/s-0dC8@/

αA

_#�H-c/s-01B:s34/��7?!�
:s;m1 -0?6g

5
k��nA@36;7?�dU3xdC341480=ja~8@?<;���08Cow���|iCkU;7dU;m=j36kU?<;m8@ke-05 dU3x168@=>aU/<;m=j36kK:<8

2
o�: - zC-fdU3

0,15
�UaUa _ _�_�_�_�_�_x_�_x_�_�_x_�_x__�_x_�_�_x_�_x_�_�_�_�_�_x_ ic�

�C_<; � ��=j-0v@34= /<3614iUa~34/<-0de-�168@= 8�iU?<8�dU8�aU/<8 4236:s8
3
3'8@aQ36/s-0dC8@/

κA

_#�H-c/s-01B:s34/��7?!�
:s;m1 -0?6g

5
k��nA@36;7?�dU3xdC341480=ja~8@?<;���08Cow���|iCkU;7dU;m=j36kU?<;m8@ke-05 dU3x168@=>aU/<;m=j36kK:<8

2
o�: - zC-fdU3

0,15
�UaUa _ _�_�_�_�_�_x_�_x_�_�_x_�_x__�_x_�_�_x_�_x_�_�_�_�_�_x_ i i

�C_<;�> ��=j-0v@34= /<3614iUa~34/<-0de-I148@= 8IiU?28IdU8IaU/<85423B:s8
3
3'8@aQ36/s-0dC8@/

αA

_#�H-c/s-01B:s34/��7?!�
:s;m1 -0?6g

5
k��nA@36;7?�dU3xdC341480=ja~8@?<;���08Cow���|iCkU;7dU;m=j36kU?<;m8@ke-05 dU3x168@=>aU/<;m=j36kK:<8

2
o�: - zC-fdU3��Co e0���UaUa _]_�_x__�_x_�_�_x_�_x_�_�_x__�_x_�_x_�_�_x_�_x__�_x_�_ i �

�C_<;9=|��=j-0v@34= /<3614iUa~34/<-0de-�168@= 8�iU?<8�dU8�aU/<8 4236:s8
3
3'8@aQ36/s-0dC8@/

κA

_#�H-c/s-01B:s34/��7?!�
:s;m1 -0?6g

5
k��nA@36;7?�dU3xdC341480=ja~8@?<;���08Cow���|iCkU;7dU;m=j36kU?<;m8@ke-05 dU3x168@=>aU/<;m=j36kK:<8

2
o�: - zC-fdU3��Co e0���UaUa _]_�_x__�_x_�_�_x_�_x_�_�_x__�_x_�_x_�_�_x_�_x__�_x_�_ i @

�C_<;�e|��8@/2/<34?2aQ80kUd��4kC14; -�34k :s/23�-0?�a~8@?<;�����34?'dU8@?�?<;mke-0;7?6g6� - �
x0

o � � �
x1,i

3@� 1�
y1,i

3�kKiU=j-fdC341480=ja~8@?<;���08 /�- A@365736:4_���80:s3 �KiU3
x1,i

3
y1,i

?��08f34?2ae-014;7-057=>34k :<3
dU36?s-05m;7kUpe-cdU8@?4_W_�_x_�_�_x__�_x_�_x_�_�_x_�_x_�__x_�_�_x_�_x_�_�_x__�_x_�_ i @

�C_<;b����8@/2/<34?2aQ80kUd��4kC14; - 34k :</<3 -0? a~8@?<;�����34? dU8@? ?2;7ke-c;7?4g � - �
x0

o �)� �
x1,i

o�� 1�

σ↓
tn{x1,i}

o � d �
σ↑σ↓

tn{x1,i}
33� 3 �

y1,i

_~_�_x_�_x_�__x_�_�_x_�_x_�_�_x__�_x_�_ �b;

�C_<;�i|��8@/2/<34?2aQ80kUd��4kC14; - 34k :</<3 -0? aQ8@?2;��!��36?�dC8@? ?<;7kU-0;7?6g � - �
x0

o�� � �
y1,i

o�� 1�

λρ↓tn{y1,i}
o � d �

ρ↑λρ↓tn{y1,i}
33� 3 �

x1,i

_F_�_x_�__x_�_�_x_�_x_�_�_x__�_x_�_ � �

�C_<;�� ��=j-0v@34= /<3416iUa~34/s-cde->168@=J8fiU?<8jdU8>aU/<85423B:s8
3
oe8@a~34/<-0dU8@/

γ �
���

A

ow�'�|148@=
>9iq_ 10_no

5
k��mA@36;7?�dU3dU36148@=>a~8@?<;���08f3�: - zC-9dU3

0,15
�CaUaq_X_x_�_x_�_�_�_�_�_x_ ��e

;nz



�C_<;�@ ��=j-0v@34= /<3416iUa~34/s-cde->168@=J8fiU?<8jdU8>aU/<85423B:s8
3
oe8@a~34/<-0dU8@/

γ �
���

A

ow�'�|148@=
>9iq_ 10_no

5
k��mA@36;7?�dU3dU36148@=>a~8@?<;���08f3�: - zC-9dU3��Co e0���CaUaq_w_x_�_�_x_�_x__�_x_�_ �@�

�C_u�0� ��=j-0v@34= /<3416iUa~34/s-cde-�-0a 7@?dU34168@=>aQ8@?2;����08
=>8@/�h 8@5�7@v0;71 -j3j5m;7kU34-0/4o+-0= �U-0?
1480=

5
k��nA@36?4o'3 : - zC-�dU32��iU-0k :s;7t4-���c8 dC3

0,15
�UaCaq_ � - �`��36148@=>a~8@?<;���08

57;mkU3 -c/"/<34?2iU5m:s-0k :s3�dU8�iU?28�de- /H- A034573B:#��-ci��Q361 pU;736? @ �Mi�_ �)� � ��34168@=>aQ8@?2;����08
=>8@/2h 8@5�7@v@;m1 -xdC8>aC/<85423B:s8

3
oe�'�|dU31480=jaU/2;7=>34k :s8

3
38@a~34/<-0dU8@/

γ �
� �

A

_~_x_�_ � �

z



� ������� �	� � ��� ����� �

>C_<; ��8�3!:e16;734k :<34?�dU8@?6:e5m:</<8@?�dC3�?��7k :s36?<3de- /H- A034573B:���-0i��~341 pU;m34? @ � i�_ __�_x_�_ �@�

e�_<; ��8@=>ae-0/<-���08 dU8 A0-c578@/9=3�4dU;m8 -ca 7@?>-0aC57;714-���c8 dC3.dU;nA@34/2?<8@?j8@a~34/s-cdU8@/<36?
=>8@/2h 8@5�7@v@;m148@?�-08f?<;mke-05

x
de-�:Uv@iU/s- e�_j= � - �B_+_x_�__x_�_�_x_�_x_�_�_x__�_x_�_�= �

�C_<; ��36148@=>aQ80?<;��!��36?6/H- A@36573B:s?�aU/<85423B: -0dU-0?IiC:s;m57;7t4-0kUdU8`8>=3�6:<8�dC8>dC8>14-0a��n:siU5m8�=U_ �de

�C_u� $I34?<iC5m: -cdU8@?�dU-}-0aU5m;71 - ��08�dU89��� � �`;m= -0v034= de-9:ev@iU/<-}�C_ ex148@=V-`i�:s;75m;n�
t - ��08�dU8aU/2854236:<8

1
o@80kUdU3I-�8@a~34/<-���08

γA

h 80;CiU?<-0de-�kU8@?#aU-0?<?28@?'dU3 "%$ &(')$+*-,0_
���08�-0aU/234?234k : -0dC8@?O/<36?<iU5n: -0dC8@?)aU-0/s-IdU;mA034/2?<8@?)k��mA034;7? dU3�dU34168@=>aQ8@?2;����08Uo �'�
1480=XdC;mA@36/<?<-0?�iUkU;mde-0dU36?�dU3x148@=>aU/2;7=>34k :s8�� iq_ 10_���3�: - zC- dC3@�Kie-0k :s;mt -����08
�}148�dU;�:U1 -����08fdU3

0.15
�UaCaq_�_�_�_x_�_x_�_�_x_�_x__�_x_�_�_x_�_x_�_�_�_�_�_x_ � �

�C_?> 	#/<85423B:s8 >Cg 148�3!:e16;736kK:<34?+/<36?<iU5n: -0k :s36?)dU-Ih -c:<8@/s- ��08Ide- /�-bA0345m36:#��-0i��~341 pU;m34?
@ �Mi�_)_�__x_�_�_x_�_x_�_�_x__�_x_�_x_�_�_x_�_x_�__x_�_�_x_�_x_�_�_x__�_x_�_ i >

�C_j= $I34?<iC5m: -cdU8@?�dU-}-0aU5m;71 - ��08�dU89��� � �`;m= -0v034= de-9:ev@iU/<-}�C_ ex148@=V-`i�:s;75m;n�
t - ��08>dU8faU/<8 4236:s8

3
oC8@kUdU3�-98@a~34/s- ��08

γA

h 8@;"iU?<-0de-9kU8@?Iae-0?2?<8@?�dU3�"%$ &(')$+*-,0_ i >

�C_ e $I34?<iC5m: -cdU8@?�dU- -0aU5m;714-���08>dU8 � � � �>;7=j-0v@36= de- :ev0iU/s-j�C_ ef148@=X->iC:s;{�
57;mt -����08fdU8 aC/<85423B:s8

3
_I���08j-0aU/234?234k : -0dC8@?�/234?<iC5m: -cdU8@?�ae-0/s->dU;mA034/2?<8@?�8@aQ3 �

/s-cdU8@/<36?�=>8@/2h 805�7@v@;m148@?6oe148@=>aU/2;7=>34k :s8@?�dU3`��� 3x:s- zC-0?�dU3 �Kie-0k :s;mt -����08 �
148�dU; :e1 -����08U_Y_x_�_x_�_�_x__�_x_�_x_�_�_x_�_x_�__x_�_�_x_�_x_�_�_x__�_x_�_ i�e

�C_r� $I34?<iC5m: -cdU8@?�dU- -0aU5m;714-���08>dU8 � � � �>;7=j-0v@36= de- :ev0iU/s-j�C_ ef148@=X->iC:s;{�
57;mt -����08`dC89aU/<85423B:s8

3
_����089-0aC/<34?234k : -cdU8@?I/<36?<iU5n: -0dU80?Hae-0/<-`8@?�8@a~34/<-0dU8@/234?

=>8@/2h 8@5�7@v@;m148@?�=>8�dC;�:e14-0dU8@?
γ �

� �
A

3
κ �

���
A

oQ�'� 168@=
2
3

3
iq_ 10_�3x: - zU-c?�dU3

�Kie-0k :s;mt -����08 �f168�dC;�:e14-���089dC3
0,15

�UaUa�3��Co e0���UaCaq_]_�_�_x_�_x_�_�_�_�_�_x_ �`=

zC;



�C_ i ��8@=>ae-0/<-���08936k :s/<3x-9dU34168@=>aQ8@?2;����08957;mkU3 -0/�8 �C:s;mde-}1480=J- /H- A@36573B:���-ci��
�~341 pU;m34? @ �Mi 3.- dU34168@=>aQ8@?2;����08 =>8@/2h 805�7@v@;m1 -�8 ��:s;7dU- 1480= 8 aU/<85423B:s8

3
o

8@kUdC3�8f8@a~34/<-0dU8@/�i�:s;75m;7t4-0dU8`h 8@; 8 LB{.}
148@= ��� dU3148@=>aU/<;m=j36k :s8

3
_ _x_ ��i

z�;m;



� ����� � � ��
 �

��� � �	
 ���
	�� 


�#= ?2ie-�h 8@/<=j-�8@/2;7v@;mke-05 oc-�D+/s-ckU?2h 8@/2= -cde- �T- A034573B: �H1480kUpU3416;7de-�168@=j8�iU= -�h 34/</<- �
=>34k : -95m;7kU34-0/ �r��oO> � _'��8f34k :s-0k :s8Uow-c:<ie-05m=j36kK:<3�/<36148@kCpU34163B��?23 �KiU33 z�:<34kU?���36?�k��08c��5m;7kU34-0/<36?
?��08�aQ80?<?��nA@36;7? � =Uo e � _)� dU36148@=>aQ80?<;����08�36=]ae-c?<?<80?OdU3 "%$ &(')$+*-,0o0;mkK:</<8�dUiUt6;7de-�aQ8@/R��-0i��~341 pC;734?
3��-/�345mdU34kC? �?e	� o���iU=j-`:
�614kU;m1 -`Ac-057;m8@?s-xae-0/s-9-}168@kU?�:s/<i���08fdU3D+/s-0kU?�h 8@/<=j-0de-c? �T- A034573B:s?
k1�c8c��5m;7kU34-0/<36?4_

�#= � = � ow�H-0/<dC8@?<8>-0aU/234?234k :s8@i�iU=Y= �B:s8�dU8}ae-0/<-}aU/<8 4236:s8fdU3�D+/s-ckU?2h 8@/2= -cde-0? � - �
A034573B:s? k��08c��5m;7kU34-0/<36?4o�148@= - iC:<;75m;7t - ��08 dU3
ae-0?<?28@? dU3 "%$ &('8$+*-, 3.8@a~34/<-0dU8@/234?j=j8@/�h 8@5�70v@;n�
168@? �r�� � � _+��34?2:<3#:s/s- �e-057pC8Uob148@=>3��4-0=>8@?qa~8@/qh 8@/<=j-05m;7t -c/~:s-050=3�6:<8�dU8�i�:s;75m;7t4-0kUdU8Uo4ae-0/s-H;m?2:<8Uo
-}kU8c: -����0893�8}?<;m?2:<34=j-9- z�;78@= 	c:s;m148�dU34?234k A@805mA�;7dU80?�a~8@/�L�34; 42= -0kC?�3,�8@iC:<?<; -c?H34= �?@Co ;b� � _
�#=\?<36v@iU;7dU-Co �jaU/28@a~8@?2:s-�iU=j- =j3657pU8@/2; - ae-c/s- 34?2:<3 =3�6:<8�dU8Co+kC8
?234k :s;mdU8.dU3>80:<;7=>;7t	 ��578
ae-c/s- iU=j-jdU-0de- -0aC57;714-���c8U_���5��6=JdU;7?2?<8UoQ8@aQ36/s-0dC8@/<36?�=j80/2h 8@5�7@v@;7168@?I-0iC:<8c��dCie-0;7?I?��08 :s36?��
:s-0dU8@?�3�80?�/234?<iC5m: -cdU8@?'dU3�?<ie-�iC:s;m57;7t4-���c8�?
�08x148@kCh /28@k : -0dC8@?�168@= 8@?'8 �C:<;7dU80?�a~8@/��H-0/2dU8@?<8
3��/�:s;m=j8@?�34= � = � 3 �<; ;�� _

�#?2:<3j:s/<-��e-05mpU8 �jdC;mA�;7dU;mdU8 148@=>8�?<34v0iU30_�� 14-0a��m:<iU578
� -0aU/234?<36k : -.?2iU14;mkK:s-0=>34k :s3
8y?2;7?2:<34=j- - z�;780=2	c:<;7168>dC34?<36k A@8@5nA�;mdU8 aQ80/�L�36; 42=j-0kU?�3f,80iC:s?2; -0?�ae-0/<- dU34168@=ja~8@?2;���c8 dU3
?2;7ke-0;m? 34= =}iC5m:s;m/<36?<8@5mi���08�dC8�:<;7a~8 /�- A@365736: � ;b� � � 3Bz�;m?2:s36= 8@iC:</<8@?":s;maQ8�dC3�dU36148@=>a~8@?<;���08IdU3
?2;7ke-0;m?#34= =}iC5m:s;m/<36?<8@5mi���08Co08@kUdC3�-�dU36148@=>a~8@?<;���08dU8:s;maQ8�aU;m/s-0=>;7dU-05 �IiU= 3 z�34=>aU578 �j@ �+� o
�KiU3�148@k :<34=>aU5 -}: -ckK:<8>-0?I57;7kC3 -0/234? �Kie-0k :<8 -0?�k1�c8c��5m;7kU34-0/<36?4_

��8�1 -ca��m:<iU578 >�-0aU/<36?<36kK:s-0=>8@?`-y:
�614kU;m1 - "%$ &('8$+*-,0o+a~3�� -�1 pe- A@3jae-0/s-�- 148@kU?�:s/2i���08
dU3�dU36148@=>aQ80?<;��!��36?6/H- A@36573B:s?�k��08c��5m;7kU34-0/<36?4_'� :e5780?<8�:w-fdU36?2: -f:
�614kU;m1 -��x36kU1 -0dC3 -0/�ae-0?2?<8@?

;



dU3�8@a~34/<-�����34?�?<;m=jaU5m34?'ae-0/<-x-1480kU?2:</<i����08`dU3�dU36148@=>aQ80?<;��!��36?�168@=>aU573 zU-c?� K148@= 365 -Co��Kie-05{�
�KiU36/��KiU39?23<4<-y8y8@a~34/<-0dU8@/�36?<168@57pU;mdU8y34= 1 -0dU- iC= dU36?<?234?�ae-0?<?28@?4o �9?234=>aU/<39a~8@?<?��mA0345#-
/2341480kU?2:</<i����08 a~34/�h 34;m:s-C_

��8 14-0a��m:<iU578 =Co"dU34?214/<3BA@36=j8@?�iU= =3�6:<8�dC8yae-0/s-yaU/2854236:<8
dC3>dC341480=ja~8@?<;�����34? /�- �
A034573B:.k��08c��5m;7kU34-0/<36? iC:<;757;mt -0kCdU8 ae-0?2?<8@?�dU3 "%$ &('8$+*-,|168@= 8@a~34/<-0dU8@/234?�=j8@/�h 8@5�70v@;7168@?4o�168@=
?2iUaQ80/2:s3 de-cdU8 aQ36578 ?<;m?2:<34=j- - z�;78@= 	c:s;m148.-0aU/<36?<36kK:s-0dU8 kU8 1 -0a��m:siC578 ��_T�'?2?<3 =3�6:s8�dU8 �
aU/2;7=>34;m/s-0=>34k :s3dU36?<16/<;m:<8 34=W?2ie-jA@36/<?��08y8@/<;mv@;7kU-05 oU168@=>8 34= � =Uo ;�;�� oQae-c/s-Co~34k :>�c8UoQ?234/234=
;mkU148@/2aQ80/s-0de-c?�=>345mpU8@/<;7-0? �KiU3}a~34/<=>;m:<34=J80:<;7=>;7t�	 ��5m89ae-0/s-jiU= ->de-0de- -0aU57;m1 -����08U_�P 	2�KiU3
-0?�14-0/s-c16:s36/��m?2:s;m1 -0?�148@kC?2:s/2iC:s;nAc-0?�dU89=3�6:s8�dU8}dC3�aU/<8 4236:s8f;m=ja ��36= �KiU3�89148@=>a~8@/2:s-0=j36k :s8
h /23����U34kC14; -c5�de- /�-bA0345m36: k��08c��5m;7kU34-0/}v@36/s-0dU- ?<3 4<- ?234=>3457pU-0k :s3
-08 dC3.-05mv@iU=j-0? /�-bA0345m36:s?
5m;7kU34-0/<36? � =UoM;�;�� o iC:<;757;mt -0=>8@?6o@ae-0/<-�-c?�=>345mpU8@/<;7-0?O16;m: -cde-0?4o h 36/</s-c=j36kK:s-0?'57;mkU3 -0/234?#dU3�-0k1	c57;7?23
h /23����U34kC14; -c5 _

��8@=>8I34= 1 -cde-�aU-0?<?28�dU3 "%$ &(')$+*-,iC:<;75m;7t -c=j8@?Q8@a~34/s-cdU8@/<36? =j8@/�h 8@5�70v@;7168@?4o dC34dU;m1 -0=>8@?
8 14-0a��n:siU5m8 e>ae-0/s->iU=j-j-0aC/<34?234k : - ��08 �1	c?<;714-jdU36?<?234?�8@a~34/<-0dU8@/234?4_�%�= -3�4kCh -0?23`36?<a~3414;7-05
��de-cde-f-08@?6�KiU3�a~8@?<?2iU34=J-914-0/s-01B:s36/��7?�:s;m1 -`dU3-ciC:s8c�NdUie-05m;7de-cdU30o�=}iU;n:s8��C:<;75Q34= :U5m:s/<-0v@36=
=>8@/2h 805�7@v@;m1 -�dU3
?2;7ke-c;7?4_ ��?f/234?<iC5m: -cdU8@?f8 �C:<;7dU8@?9168@= - iU5m;7t - ��08 dU3�8@a~34/<-0dU8@/234?>-0iC:<8c�
dUiU-0;7?}?��08 dU;m?<a~8@?2:<8@?`kU8 14-0a��n:siU5m8��Co �~34= 148@=>8 -0?`148@=>ae-0/<-�����34?x148@= 8@?}8 ��:s;7dC8@?`a~8@/
��/2:s;m=j80? �<; ;�� 3x�H-0/<dU80?<8 �j= � _

(R;mke-057=>34k :<30o�8j14-0a��m:<iU578 i`:</s-0t�168@kU145miU?���34?I3aU/28@aQ80?2: -c?�aU-0/s-}:s/<-��e-05mpU8@?Hh iC:<iU/<80?4_

�



� ����� � � ��
 �

������� � � � ��� ��
 � � �	��� 
 � �����

�	���G
 � � 
� � 	 ��
 ���������� � �	� � � � � ���

��36?2:<3�14-0a��n:siU5m8Uo'-0aU/234?<36k : -0=>8@?f?<iU16;7k : -c=j36kK:<3y8 ?<;7?�:s36= - - z�;m8@=2	 :s;7168�dU36?<34k A08@5n�
A�;7dC8�a~8@/),80iC:s?2; -0?"3�L�36;7=j-0kU? � ;b� ���KiU3�34kUv@5m8 �e-�:s8�dU8@? 8@?":s;maQ80?"dU3�dC341480=ja~8@?<;���08IdU;�	0dU;m1 -
dU3?2;7ke-0;m?4_

%�=j- /H- A034573B:Ra~8�dU3#?<36/)168@kU?2:</<i��mde-I-�aU-0/2:<;7/qdU3�iU=j-�dU34168@=ja~8@?2;���c8�dU; 	0dC;71 -H/23416iU/��
?2;mAc-� Kae-0/<-�;m?2:s8Co ?<8@=>34k :s3�iU=j-�de-0?'dUie-0?��e-0kCde-0?'de-dU34168@=ja~8@?2;���c8�dC; 	0dU;m1 - �IkU8bAc-0=>34k :s3
dU;nA�;7dU;mde-�36= dUie-0?�8@iC:s/<-0?�3�-0?<?2;7= a~8@/�dC; -0k :s3c_'��8@=>8`kU36?2:<3�:s/<-��e-05mpU8`k��08`36?2: -c=j8@?�;7k :<3B�
/234?<?<-0dU8@?�34= ��iU-0;7?���iC34/�dC341480=ja~8@?<;�����34?�dU; 	0dC;71 -c?4ow?�7 h -c5 -0/234=>8@?4ow->ae-0/2:<;7/�dU3}-cv@8@/s-�o~36=
dU36148@=>a~8@?<;�����34?6/H- A034573B:s?6_

� ?<3����08��_<;�;7k :s/28�dUiCt�-�dU3!:ekC;���c8�dU3�iU= -IdU36148@=>aQ80?<;����08 /H- A@36573B:'-01480aU5 -0dU-Co 8@kUdU3
- 3B: -0ae-jdU3}?��mk :s34?23 �`h 8@/2= -cde-ja~8@/�iC= �UkC;7148 8@aQ36/s-0dC8@/ � -0148@aC5 -0dU8 �Bo~14i5428@?�-0/<v@iC=j36kK:<8@?
?��08y8@?�?2;7ke-0;m?�dU3}-0aU/<8 z�;7=j-����08 3}dU3`dU36:s-057pU3c_��- ?23���c8���_ ��o"-0aU/234?<36k : -0=>8@?�- dU3 :ekU;���08
dU3�iU= -�/H- A@36573B:IdU34?<-0148@aC5 -0de-�o��KiU3 ��iC=Y14-0?<89ae-c/2:s;m14iU57-0/'de-9-0k :s36/<;m8@/4o�8@kUdU3�8}8@a~34/s-cdU8@/
de-y3B: -0ae-ydU3f?��7k :s36?<3��9148@kC?2:s;n:si��mdU8yde- -0dU;���08 dU3fdU8@;7?�8@aQ36/s-0dC8@/<36?2� dU34?<-01480aU5 -0dC8@?>� �KiU3
-0v034=�o#1 -0de-�iC= dU365736?4o'?<8 �C/<3 iU= �UkU;m148 -0/2v@iU=>34k :s8Cgj8 ?2;7ke-05�dU3 -0aC/<8 z�;7=j-���08
3 8 dU3
dU3B: -05mpU30o /234?2aQ3616:s;nAc-0=j36k :s30_R%�=j-�-0aU/234?234k : -����08= -c;7?RdC36: -c57pe-0dU-�dU8@?O168@kU1634;m:<8@?OaU/234?234k :s36?
kU36?2:<3 1 -0a��m:siC578Uo)?<34v0iU;7de-�dU3 ;mk��U=j36/<8@?x3Bz�34=>aU5m8@?x36?<165 -0/2341436dU8@/234?4o'a~8�dC3 ?<36/`36kU148@k :</s-0de-
36= �?@CoW; � � _

>



����� ���	��
� ��
���������
 � �����������! !�"
�#���$#�

��8@kU?2;7dU36/<3 1480k542iUk :s8@?#� 80i 36?<ae-��68@?>�
Vj

3
Wj

o�8@kUdU3
j
a~8�dU3 A0-c/<; -c/y?<8 �U/23 iU=

168@k542iUk :s8�:UkU;m:<8�8@iT;mk�:ekU;n:s8.dC32�7kCdU;71634?4_.�6��iC; o �.=>34dC;7de-��KiU3
j
16/<36?<143co�-��Kie-0k :s;mde-0dU3

dU3>;7k�h 8@/<=j-���c8 �f/<34dCiUt4;mde-Co 8@i ?<3<4<-�o)8 34?2ae-��68
Vj

�
Wj

� �f=j-0;7? ��/<;m148 �`34= ;mkCh 8@/2= -��!��36?
�KiU3

Vj+1

�
Wj+1

� _f�07@?kU80?�/236h 36/<;7=>8@?�-
Vj

1480=j8 8 34?2ae-��48�dU3f?<;mke-0;m?�dU3>-0aU/28bz�;m= -����08
kU8 k��nA@345

j
3
Wj

148@=>8 8 36?<ae- �48 dC3�dC36: -c57pU36?jkU8 k��nA@345
j
_ ��pe-0=j-0=>8@?9dU3 �!36:s-0ae- dU3

-0k�	057;m?<3 ��iU= -dU36148@=>aQ80?<;����08�dU3�iU= ?2;7ke-c5~kU-xdU;m/<3����08�dU3�16/<34?214;m=j36kK:<8`dU3
j
o�a~8@/�=j36;78dU3

8@a~34/<-0dU8@/234?�dU3}-0k1	05m;7?<3�dU39?2;7ke-0;m?
ψ↑

j : Vj → Vj+1

3}8@a~34/s-cdU8@/<36?�dU3f-0k�	057;m?<3�dU3}dU3B: -05mpU34?

ω↑
j : Vj → Wj+1

_&P 	 �KiU3 80?y8@aQ36/s-0dC8@/<36?
ψ↑

j

3
ω↑

j

?
�08 aU/2854236:s-0dU8@?yaU-0/s-T/234dUiUt6;7/ -
�Kie-0k :<;7de-0dC39dU3};7k�h 8@/<=j-���c8 dU8y?2;7ke-05+?<8��U/<398 �Kie-05)345m34?�?
�c8 -0aU57;m1 -0dC8@?4o~345m34?�v@36/s-05m=j36k :s3
k1�c8 ?��08 ;7k A034/<?��mA034;7?6_ 	)80/y8@iC:s/28 5 -0dC8Uo�- ��36:s-0ae-TdU3 ?��7k :s36?<3 ��aU/<8�1436dU3 ke-TdU;m/<3����08 dU3
dU3614/234?<16;7=>34k :s8 dU3

j
a~8@/�=j36;78>dU3`8@a~34/<-0dU8@/234?�dU3`?��7k :s36?<3

Ψ↓
j : Vj+1 ×Wj+1 → Vj

_���?2:s8
36?2:>	f;75miU?2:</s-0dC89ke-�:Uv@iU/s->��_<;@_

(R;mv@iU/<-f��_ ;0g'%�= 36?2:>	cv@;78fdU3dU36148@=>aQ80?<;����08 /�-bA0345m36:�-0148@aC5 -0de-�_

	R-c/s- �KiU3I834?��KiU36= -�dU3�dC341480=ja~8@?<;���08-ckK:<34/2;78@/Oa~8@?2?s-�v@34/<-0/OiU=j-�/<36aU/<36?<36kK:s-���c8
168@=jaC5736:s-9dU3?<;7kU-0;7?6oUkU8>?<34k :<;7dU8>dU39�KiU3x80?�=j-0a~3 -0=>34k :<8@?

(ψ↑
j , ω

↑
j ) : Vj → Vj+1 ×Wj+1

3
Ψ↓

j : Vj+1 ×Wj+1 → Vj

?<3<4<-c=J;7k A@36/<?<80?�iU=JdC8 8@iC:</<8Uo1��kU361434?2?
	0/2;78 ��iC3`-0?�?<36v@iU;mkK:<34?
168@kUdU;�����34?I?<3 4<-0= ?s- :s;7?�h 34;n: -0?6g

Ψ↓
j{(ψ↑

j {x}, ω↑
j{x})} = x

o ∀x ∈ Vj

o � ��_<; �

�KiU3��1 pe-0=j-0de-9dU3 /�������!0���b�t�-%8��%,/�����"$���p�������)15%o���S%'!6�9( oe3

=







ψ↑

j Ψ
↓
j{(x, y)} = x

o ∀x ∈ Vj+1

3
y ∈ Wj+1

ω↑
j Ψ

↓
j{(x, y)} = y

o ∀x ∈ Vj+1

3
y ∈ Wj+1

� ��_u� �

��3 :eke-9-0v@80/s-`8}=j-0a~3 -0=>34k :<8
Ψ↑

j : Vj → Vj+1 ×Wj+1

168@=>8`ke-}3!��iU-���08>��_ >`36=
?234v@iU;mde-Cg

Ψ↑
j{x} = (ψ↑

j{x}, ω↑
j{x})

� ��_?> �

��?fdUiU-0?f148@kUdC;�����34?>-016;7=j-�dU34?214/2;m: -c?jke-c?>3!�Kie-�����34? ��_<;
3
��_u��v -0/<-0k :s34= ��iC3.-
dU36148@=>a~8@?<;���08f?<3 4<->k��08c��/234dUiCkUde-0k :s3c_

� 168@kUdU;���08 ��_<;};7=>aU57;m1 - �KiU3}8 = -0a~3 -c=j36kK:<8
Ψ↑

j : Vj → Vj+1 ×Wj+1

oQdU3!:ekC;7dU8
36= ��_ >Co ?<3 4<-�iU=j-I8@aQ36/s-����08�;7k5423B:s8@/<-@� 1 -0de-I345m34=>34k :s8�dU8�148@k542iCkK:<8�168@k :s/s-cdU8@=3�7kU;m8

Vj+1×
Wj+1

?23�/23457-014;m8@ke-x168@= kC89=2	 z�;m=j8xiU=Y365736=j36kK:<89dU891480k542iUk :s8fdU8@=3�7kC;78
Vj

�BoU36k��Kie-0k :s8

Ψ↓
j

?23<4<-�?<8 �U/23<423B:s8@/<-C_y	R-c/s-
dC34=>8@kU?2:</s-0/6o)168@kU?2;7dU36/<3
x1

3
x2 ∈ Vj

o+: -0;m? �KiU3
Ψ↑

j{x1} =

Ψ↑
j{x2}

 `aQ365 - 148@kUdC;���c8|��_<;@o�:<34=9��?<3 �KiU3
Ψ↓

j{Ψ↑
j{x1}} = x1

3
Ψ↓

j{Ψ↑
j{x2}} = x1

_
��8@=>8

Ψ↑
j{x1} = Ψ↑

j{x2}
o 1480kU145miU;n�N?<3 �KiU3

x1 = x2

_� "8@v@8
Ψ↑

j

dC36A@3f?234/�;7k 4236:s80/s-C_	)-0/s-
=>8@?2:</s-0/ �KiU3

Ψ↓
j

�f?28 �U/<3 4236:<8@/s-Co �e-c?2: - a~34/<163��~34/9�KiU3f:s8�dU8 345736=j36k :s8
x
a~34/�:s34kC1434k :<3 -08

168@k :s/s-cdU8@=3�7kU;m8
Vj

�}/<365 -016;78@ke-cdU8 -j-057v0iU=J345m34=>34k :s8 dC8 dU8@=3�7kU;m8
Vj

oQh -ct434kCdU8 1480==�KiU3
8>148@k 42iUk :s8f;7=j-0v@36=Y?23<4<-f;7v@ie-c5"-08f148@k 42iUk :s8f148@k :</s-0dU80= �mkU;78U_R "8@v@8

Ψ↓
j

�iU=j-}8@a~34/s- ��08
?28 �U/<3 4236:<8@/s-C_

	)80/�8@iC:s/28f5 -0dU8CoU-9148@kCdU;����08j��_ �};m=jaU5m;714- �KiU3
Ψ↑

j

?23<4<-9?<8 �C/<3<423B:s8@/<->39�KiU3
Ψ↓

j

?<3<4<-
;mk54236:<8@/s-C_#� dC34=>8@kU?2:</s-����08���-0k1	05m8@v -9-08f1 -c?<8j-0k :s34/2;78@/6_

��5��4= dU;7?2?<8Uo�a~8�dU3B�N?<3 =j8@?�:s/<-0/ �KiU30o�?23 - 1480kUdU;����08 ��_<; � -0?2?<34v0iU/s-0dU- 3
Ψ↑

j

�

?28 �U/<3 4236:<8@/s- � 8@i
Ψ↓

j

� ;mk54236:<8@/s- � oR36kK:
�08 ��_u� � :s-0= � �4= -0?2?<34v0iU/s-0dU-C_ (R;mke-057=>34k :<30o+?<3y-
168@kUdU;���08

�#=&8@iC:</s-0?'ae-c5 - A�/s-0?6o�8h -c:<8�dU-�dU36148@=>a~8@?<;���08?<36/'k1�08c�N/<34dCiUkUde-0k :<3�?2;7v@kU; :e1 - �KiU3
8@?9?2;7ke-c;7?

x ∈ Vj+1

3
y ∈ Wj+1

k1�08 a~8@?2?<iU36=F;7k :s36/<?23���c8Uo'34= �~8@/s-�?23<4<-0= ?<i�:U14;736k :s34?
ae-c/s-f/<34168@kU?�:s/<iC;7/4oU->ae-c/2:s;m/HdU3

Ψ↑
j

oe8f?<;mke-05qkU8>k��nA@345
j
�KiU3x80?�v@34/28@iq_

e



��v08@/s-Co'de-cdU8 iC=F?<;mke-05
x0 ∈ V0

o�168@kU?2;7dU36/<3 8 ?<34v0iU;7k :s3 36?��KiU34=j- /23416iU/<?2;mA@8 dU3
-0k�	057;m?<30g

x0 → {x1, y1} → {x2, y2, y1} → · · · → {xk, yk, yk−1, . . . , y1} → · · · � ��_j=��

8@kCdU31 -0de-f36:s-0ae-9dU3�-0k1	c57;7?23 �de-0de-9a~8@/





xj+1 = ψ↑
j {xj} ∈ Vj+1

o
j ≥ 0

yj+1 = ω↑
j{xj} ∈ Wj+1

o
j ≥ 0

� ��_ e �

^�h)	014;m5Ra~34/<163��~34/ �KiU3f8y?<;mke-05)8@/<;mv@;7ke-c5
x0

a~8�dC39?<34/�a~34/�h 34;n: -0=>34k :s3`/<34168@kU?�:s/<i��7dU8
-fae-0/�:s;7/�dU3

xk

3
y1, y2, . . . , yk

aQ8@/I=>34;m89dU8f?<34v0iU;7k :s336?��KiU34=j-f/<3416iU/<?2;mA08 dU3?��mk :s34?230g

xj = Ψ↓
j{(xj+1, yj+1)}

o
j = k − 1, k − 2, . . . , 0

o � ��_r� �

8 ��iC3`=>8@?2:</s-���iC3}-jdC341480=ja~8@?<;���08>de-0dU-ja~8@/���_?=j3}��_ e��x;mkKA034/2?��mA0345 _�� 34?��KiU36= -j148@=9�
aU5m36:<8�dC3j/234aU/234?<36k : -����08.dU3f?2;7ke-0;m?�v@8bA@36/<ke-0dC8
a~3457-0?3��Kie-��!��36?}��_<;>-.��_u� �f1 pe-0=j-0dU8 dU3
�-%'/��3&415�3"�!0������� (dv3%'w6%d� (�/���1�w6(7��( _I��; -0v0/s-0=j-0?�dU3��U578�1480?�;m57iU?�:s/<-0kUdU8f34?�:s3x34?��KiU36= -
ae-c/s-j8>1 -c?<8 36= �KiU3

k = 3
ow8@i�?<3 4<-Cow34=

3
k��mA@36;7?IdU3�dU34168@=>aQ8@?2;����08Uoe?
�c8 =>8@?2:</s-0dU80?�kU-

:ev0iU/s-j��_u��_

��� � ���	��
� ��
���������
 � �����������!���	� ����
�#���$#�

%�=Y1 -0?28fae-0/2:<;716iU5 -0/�dU3;7k :s36/<36?<?<39� �Kie-0kCdU8f3Bz�;7?�:s3iU=j-}8@aQ36/s-����08 �U;mk1	0/<;7-
+̇
34=

Vj

o �KiU3�1 pU-0= -c/<34=>8@?jdU3 ��-cdU;����08 �#� kC80:s3��KiU3
+̇
a~8�dU3.dU36aQ36kUdU36/ydU3

j
o�14-0?<8 34= �KiU3

aU/23416;7?s-c/�� -c=j8@?�34?<16/<3BA@34/
+̇j

� oU38@aQ36/s-0dC8@/<36?
ψ↓

j : Vj+1 → Vj

3
ω↓

j : Wj+1 → Vj

:s-0;7?6�KiU3cg

Ψ↓
j{(x, y)} = ψ↓

j{x}+̇ω↓
j{y}

o
x ∈ Vj+1

3
y ∈ Wj+1

� ��_ i �

�



� - �

�)�1�

(R;7v@iC/s-f��_u��g'��36148@=>aQ80?<;����08 /�-bA0345m36:�-0148@aC5 -0de-936=
3
k��mA034;m?4g?� - �H-0k1	05m;7?<3  �)�1��?��7k :<34?<3c_

��80?�/236h 34/2;7=>8@?�-
ψ↓

j

168@=j8x8@a~34/s-cdU8@/'dU3�?��7k :s36?<3�dU3�?2;7ke-0;m?'dU3�-caU/<8 z�;7=j-���c8x3�-
ω↓

j

168@=j8 8@aQ36/s-0dC8@/�dU3`?��7k :<34?<3`dU3}dU3B: -05mpU34?6oq/<36?<a~3416:<;mAc-0=>34k :s3c_���?2?<;m= ?234kUdU8Co"-0?�168@kUdU;�����34?
��_<;�3���_ �9a~8�dU36= ?234/I/<3634?<16/<;n: -0?�148@=>8Ug

ψ↓
jψ

↑
j{x}+̇ω↑

jω
↓
j{x} = x

oe?23
x ∈ Vj

� ��_ � �

ψ↑
j {ψ↓

j{x}+̇ω↓
j{y}} = x

oe?23
x ∈ Vj+1

3
y ∈ Wj+1

� ��_?@ �

ω↑
j{ψ↓

j{x}+̇ω↓
j{y}} = y

oU?23
x ∈ Vj+1

3
y ∈ Wj+1

� ��_<;b� �

i



��80?#/<36h 36/<;m=j8@?R-0834?���iC34=j-aU-0/s-�/234aU/234?<36k : -����08`dU3�?2;7ke-c;7?Ov@8bA034/<kU-0dU8aQ365 -0?R3��Kie- �
�!��36?���_ �CoC��_ @�3���_<;b��148@=>8 �-%'/���&)15��"9!0���b� � (dv�%'w#%d� ��%'"�(7/��}1�w#(���( _�%�=V36?2:
	0v@;78�dU36?2:s3
36?��KiU34=j-jdC3�dC341480=ja~8@?<;���08 �;m57iU?�:s/s-cdU89ke- :ev@iU/<-j��_ >C_

();7v@iU/<-f��_?>Cg'%�= 36?2:
	0v@;789dC3�iC= -9dU36148@=>aQ80?<;����08 /H- A034573B:�dU34?<-0148@aC5 -0de-�_

��v08@/s-CoQae-0/<- iU=X?<;7kU-05
x0 ∈ V0

3`8y34?��KiU36= - /23416iU/<?2;mA@8 dU3}-0k1	05m;7?<3`-0aU/234?<36k : -0dU8
36=\��_j=y3f��_ e�o

x0

aQ8�dU3}?234/aQ36/2h 36;m: -c=j36kK:<3}/<36148@kC?2:s/2i��7dC8 - ae-0/2:<;7/�dC3
xk

3
y1, y2, . . . , yk

a~8@/�=>34;789dC8j?234v@iU;mk :s334?���iC34=j->/23414iC/<?<;nA@8jdU3?��7k :<34?<3cg

xj = ψ↓
j{xj+1}+̇ω↓

j{yj+1}
o
j = k − 1, k − 2, . . . , 0

_ � ��_<;�; �

��?2?<;m=Z168@=>8�-0k :<34/<;m8@/<=>34k :<30o0iC=Z?2;7ke-c5
xj

kU8�k��mA0345
j
��/<36148@kC?2:s/2i��7dC8�iC:s;m57;mt -0kUdC8c��?23

;mkCh 8@/<=j-����08 �KiU3H?�7�34?�:>	�dU;m?<a~8@k��mA0345�k��mA0345
j+1

_)	#/<;7=>34;m/s-0=>34k :<30o08�?<;7kU-05
xj+1

�H= -caQ34-0dU8
-c:</s- A �6?#de-�8@a~34/<-���08

ψ↓
j

dU3�A@8@5n: -�-08�k��mA0345
j
o@v034/s-ckUdU8�iU=j-�-0aC/<8 z�;7=j-���08

x̂j = ψ↓
j{xj+1}

dU3
xj

 @dC3�h 8@/<=j-�-0k1	05m8@v -Co 8�?2;7ke-05KdU3�dU36:s-057pU3
yj+1

��=j-0a~3 -0dC8�dU3�A@8@5n: -�-c8�k��nA@345
j
-c:s/<- A �4?

de-f8@a~34/<-���08
ω↓

j

oCv@34/<-0kUdU8>8f?<;7kU-05qdU3dU3B: -05mpU3
ej = ω↓

j{yj+1}
kU8>k��nA@345

j
 �:Uke-057=>34k :<30oU8@?

/234?<iC5m: -cdU8@?I?
�08>1480= �U;7kU-0dU8@?Ha~8@/�=>34;m89dU8j80aQ36/s-0dU80/�dU3�-0dU;����08
+̇
_

� 3��Kie-����08f��_ i�dU;mt�/234?2aQ36;m:s8`?<8@=>34k :s3 �x36?2:s/2iC:siC/s-`dU3�iU=j-�3B: -0ae-xdU3�?��7k :s36?<30_'%�=
dU;7-0v@/<-0= -fdU3 �U578�148@?�;75miU?2:</s-0kUdC8j36?<?s- 3B: -0aU-Co ae-c/s-j8 1 -0?28

k = 3
o �`=>8@?�:s/s-cdU8 ke-3:ev@iU/<-

��_j=� w-936:s-0ae-9dU3�-0k1	c57;7?23 �->=>34?2= -}dU-�:ev0iU/s->��_u��� - �B_

M'3<4<-c=j8@?I-c57v@iUkC?�3Bz�34=>aU5780?�ke-9?<3����082�KiU3?234v@iU3c_

�



(R;mv@iU/<-x��_?=UgR�O: -0ae-dU3I?��mk :s34?23�dC3�iU=j-�dU34168@=>aQ8@?2;����08 /H- A@36573B:�dU36?s-0168@aU57-0de-34=
3
k��mA034;m?4_

����� ��� �	� �#��
�

��80?�3 zC36=jaC578@?��KiU3�?234v@iU36=
o�1480kU?<;mdU34/<-0=j80?�?28@=j36k :s3�iU= k��mA0345wdU3�dC341480=ja~8@?<;���08Co
;m?2:s8 �co dU34168@=>aQ8@?2;��!��36?O34k A@805mA@36kUdU8�?<8@=>34k :<3H8@?#1480k542iUk :s8@?

V0, V1,W1

_O	+8@/#?<;m=jaC57;716;7de-cdU30o
?2iUaU/<;m=j;m=j80?H8@?�?<i����7kUdC;71436?

j = 0
kU8@?I8@a~34/<-0dU8@/234?IdU3�-0k1	c57;7?23�3?��mkK:<34?230_

B +�%'&)1�w6� � ��34?�:s3
3Bz�34=>aU578CoH-0aU/234?234k : -0=>8@?j- dU36148@=>a~8@?<;���08 34= 168@=ja~8@kU36k��
:<34?9a~8@57;nh)	0?<;m1 -0?�dU3 8@/2dU34=

2
oO:s-0= � �4= dU34kU80=j;mke-0de-#"<c���� /�- A0-c5736:4o'=}iU;m:<8.iC:<;75m;7t -cde-
ke-

168@=}iUkU;mde-0dU3dU3aU/28�1634?2?s-0=>34k :s8>dU3?<;mke-0;m?4_

� dU34168@=>aQ8@?2;����08934=J168@=ja~8@kU36k :s34?Ia~8@57;nh)	0?<;m1 -0?6oC8@i."<c���� /�- A@365736:4o �xiC:<;75m;7t -cde-`kU8
14-0a��m:<iU578�=Coe8@kUdU3dU36?<14/236A034=>8@?�iC= = �B:s8�dU8fae-0/<-fdC341480=ja~8@?<;�����34?�dU;�	0dU;m1 -0?�dU3?2;7ke-0;m?4_

��-3"<c����@/�-bA0345m36: oU-x8@a~34/<-���08�dU3�-0k1	05m;7?<3
ψ↑ dU3BA@3�/236:<34/�80?�365734=>34k :<8@?�dC8`?<;mke-05wdU3

36kK:</s-0dU-
x
?<;n:sie-0dC8@?#34=]aQ8@?2;��!��36?#ae-0/<36?4oK34k���iU-0k :s8x-80aQ36/s-����08

ω↑ dU36A03�/236:<34/'8@?#?<;n:sie-cdU8@?
36=JaQ8@?2;��!��36?6�7=>ae-0/<36?4_O��?<?2;7=�oC:s36=j8@?6g

ψ↑{x}(n) = x(2n)
o
n ∈ Z

� ��_ ;b� �

ω↑{x}(n) = x(2n+ 1)
o
n ∈ Z

� ��_<;�> �

@



��?I8@aQ36/s-0dC8@/<36?�dU3?��7k :s36?<3
ψ↓ 3 ω↓ ?
�c8>:s-0;7? �KiU30o �Kie-0kCdU8 -0dC;714;m8@ke-0dC8@?�aQ80/�=j36;78

de-}80aQ36/s-����08
+̇
o�/<3416iUa~34/s-c=Y8}?2;7ke-c5Q8@/2;7v@;mke-05 _+��?<?2;7=�o�?234kUdU8

+̇
-}-cdU;����08}ae-0dC/
�08UoK:s36=j80?4g





ψ↓{x}(2n) = x(n)

ψ↓{x}(2n+ 1) = 0

� ��_<;9=��





ω↓{y}(2n) = 0

ω↓{y}(2n+ 1) = y(n)

� ��_<;�e �

B +�%'&)1�w6�*� M'3<4<-0=>8@?'iU= 3Bz�36=jaU5m8`kKiU=3�4/2;7148xdU3�dC341480=ja~8@?<;���08�34= 168@=ja~8@kU36k��
:<34?�aQ8@5m;mh)	0?2;714-0?4_

��3 4<-
x0(n) = n

o 8@i ?<3 4<-Co
x0 = [0; 1; 2; 3; 4; 5; . . .]

o+aU-0/s-
n ≥ 0

_j	+3457-�3!��iU-���08
��_<; �}34kC148@k :s/<- ��?230g

x1 = ψ↑{x0}(n) = x0(2n) = 2n
oe8@i ?<3 4<-Co

x1 = [0; 2; 4; . . .]
oeae-0/s-

n ≥ 0
_

��-9=>34?<=j-}h 8@/<=j-Co�aQ365 -93��Kie-����08 ��_ ;9>CoU34kC148@k :s/<- ��?230g

y1(n) = ω↑{x0}(n) = x0(2n + 1) = 2n+ 1
oU8@i ?<3 4<-

y1 = [1; 3; 5; . . .]
oUae-0/<-

n ≥ 0
_

��-9?��7k :s36?<30owa~3457-}3��Kie-����08y��_<;9=Uo�:s34=9��?230g

ψ↓{x1}(2n) = x1(n)
3
ψ↓{x1}(2n+ 1) = 0

oU80i�?23<4<-Co

ψ↓{x1} = [0; 0; 2; 0; 4; 0; . . .]
o
n ≥ 0

_

;b�



	)365 -93��Kie- ��08 ��_<;�e�oU1 pU36v - �N?<3x-Cg

ω↓{y1}(2n) = 0
3
ψ↓{y1}(2n+ 1) = y1(n)

oe8@i�?<3 4<-Co

ω↓{y1} = [0; 1; 0; 3; 0; 5; 0; . . .]
o
n ≥ 0

_

(R;mke-057=>34k :<30oK148@=V8}8@a~34/<-0dU8@/�dU3�?��7k :s36?<3
Ψ↓{(x1, y1)}

de-0dC8}aQ365 -}-cdU;����08`ae-cdU/
�08
dU80?�80aQ36/s-0dU80/<34?Iae-c/<14;7-0;7?

ψ↓{x1}
3
ω↓{y1}

oe148@kC?<34v0iU3B�N?<3x-f/234168@kU?2:</<i����08 a~34/�h 34;n: -Cg

Ψ↓{(x1, y1)} = ψ↓{x1} + ω↓{y1} =

= [0; 0; 2; 0; 4; 0; . . .] + [0; 1; 0; 3; 0; 5; 0; . . .] =

= [0; 1; 2; 3; 4; 5; . . .] =

= x0

� ��_<;b� �

;�;
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%�=j- ;7=>aQ80/2: -ckK:<3yaU/<80aQ8@?�: - dU3���/�3657dU36kU? ae-c/s- 148@kU?�:s/2i���08CoHdU3
h 80/<=j- ?2;7=>aU5736?
3��e3 z��nA@365 o dU3fkU8bAc-0?dU34168@=ja~8@?2;�����34? /�- A@345m36:4o)a~8@?<?2;mA03457=>34k :<39k1�08c�N57;7kC3 -0/234?4o -yae-c/2:s;m/�dU3
8@i�:s/s-c?A4�	}3 z�;7?2:<34k :s36?�h 80;"-}:
�416kU;714-9dU34kU80=j;mke-0de- "%$ &(')$+*-, � e	� _'�#5 -}168@=jaC/<3436kUdU3iU=j-9de-0de-
:</s-0kU?�h 8@/<=j-0de- /�-bA0345m36:�?234v@iC;7de->aQ8@/�iU=Jk��U=>34/28 -0/��U;m:</
	0/2;789dU3xdU8@;7?�:<;7a~8@?�dC3xae-c?<?<80?�dU3
8@a~34/<-�����34?R?<;7=>aU5m34?4g"8�ae-0?<?28�dU3�aU/<36dU;����08�3�8�dU3�-c:<ie-05m;7t - ��08Uo - �KiU3�1 pe-0=j-0=>8@?)aU-0?<?28@?OdU3
"%$ &(')$+*-,0_I��8jdU3}-c:<ie-05m;7t - ��08Uoe8j?<;mke-05"dU3`-0aU/<8 z�;7=j-����08jdU-3/�-bA0345m36:�80/<;7v0;7ke-05 �x=>8�dC;�:e14-0dU8
-�ae-0/2:<;7/dU3>;7kCh 80/<=j-���08 de- �e-0kUdU-
dU3>dU36:s-057pC34?� #kC8.8@iC:</<8 :s;maQ8Uo 8
?<;7kU-05'dU3jdC36: -c57pU36? �
=>8�dC;�:e14-0dU8j-jae-0/�:s;m/�dU3x;7kCh 80/<=j-���08f168@k :s;7dU-jke-3�e-0kUde->dU3}-caU/<8 z�;7=j-���c8U_I�#?<?<36?�ae-0?2?<8@?
a~8�dC34= ?<36/�;mk A@34/�:s;mdU8@?'30o�aQ80/�;m?<?28Uo�-�aU/28@aU/2;734dU-0dU3IdU3�/<34168@kU?�:s/<i���08xaQ36/2h 34;n: - ��v -0/s-ckK:<;7de-�_

��?2?<;m=
o~148@= -j:��414kC;71 - "%$ &('8$+*-,0o �}a~8@?<?��mA@365R=>8�dC;�:e14-0/�80?�8@a~34/<-0dU8@/234?�dU3`-0k1	05m;7?23x3
?��7k :s36?<3}dU3x=j8�dU8 -j1480kU?2:</<iU;m/?/�- A@345m36:<?�148@= �!=>345mpU8@/234?I1 -0/<-016:<34/��7?2:<;714-0? ���KiU39->8@/<;mv@;7kU-05  
-��KiU; oe-}3Bz�aU/234?2?
�08 �!=>345mpU8@/<36?H1 -c/s-01B:s34/��7?�:s;714-0? ��a~8�dC3�?<34/�;mk :s34/2aU/<3B: -0dU-fdC3�dU;mh 36/<34k :<34?�=j- �
kU36;7/<-0?4o�dU34a~34kCdU34kUdC89de-`-0aC57;714-���c8U_R	+8@/�3 z�34=>aU578UoKkU8x1 -0?28}dU3�-0aU5m;71 - ��08�34= 168@=jaC/<34?2?
�08
dU3I;m= -0v034kU?6o@aQ8�dU3�?234/#/<3!�KiU34/2;7dU8��KiU3I8�?<;7kU-05UdU3�dU3B: -05mpU34?#:<34kUpe-�36kU34/2v@; -�/234dUiUt6;7de-�o 34k :>�08
a~8�dC34=>8@?�=j8�dU; :e1 -0/�8
8@a~34/<-0dU8@/�dC3>?��7k :s36?<3>kU8�?<34k :<;7dU8�dU3��KiU3f?<ie- ?s-��mde- :s36kUpe- �e-0;nzC-
36kU34/2v@; -C_

� 34?��KiU36= - "%$ &(')$+*-,2��iU=j-`h 34/</<-0=>34k : -}a~8�dC34/<80?s-}3�v@36k��4/2;71 -�oe-0a~34?s-c/HdU3�?<iU-f?2;7=9�
aU5m;716;7de-0dC3� eiU=j->dC3x?2ie-0? �Kie-c57;7dU-0dU34?6o ��iC3@��dU3x36?<a~3416; -05 ;7k :<34/<36?<?23`ae-0/<-j36?2:s3�:s/<-��e-05mpU8Uo��
-faQ80?<?<;��U;75m;7de-cdU3�dU3168@kU?2:</<iU;m/�dU34168@=>aQ8@?2;��!��36? /H- A@36573B:s?�k��08c��5m;7kU34-0/<36?4_

��8@=>8fdU;7?2?<34=>8@?6oU34=J?234i :s/s- �e-057pC8Uoe�-/�345mdU34kC?�-0aU/234?234k :s8@i
dUie-0?I=>8�dU-057;mde-0dU36?�dU3

; �



ae-c?<?<80? "%$ &(')$+*-,Qg

• a�TWVYX�$[Z ')$[\5* "%$ &(')$+*-, 8@i."%$ &(')$+*-,yaU-0/s-faU/<36dU;����08Uo �KiU3�ke-j-ck1	057;m?<3�=>8�dC;�:e14-f8>8@a~34/<-0dU8@/

ω↑ 3.ke- ?��7k :s36?<3�=>8�dU;�:e14- 8 8@aQ36/s-0dC8@/ Ψ↓ oIkU8 1 -0?28 -0148@aC5 -0dU8CoH8@i ψ↓ o�kU8T14-0?<8
dC34?s-c148@aU57-0dU8� 

• � abXdc�'OV "%$ &(')$+*-,
8@i "%$ &(')$+*-,
ae-c/s- -c:<ie-05m;7t - ��08Uo �KiU3}kU-y-0k1	05m;7?<3�=>8�dU; :e1 ->8 8@a~34/<-0dU8@/

ψ↑ 3.kU- ?��mkK:<34?23�=j8�dU; :e1 - 8T8@a~34/<-0dU8@/ Ψ↓ o�kU8T1 -c?<8 -0168@aU57-0dU8Uo�8@i ω↓ o�kU8T14-0?<8
dC34?s-c148@aU57-0dU8U_

D+/s-c:s-0=j80?H34?2?s-0?�dUie-0?�=>8�de-c57;7dU-0dU34?�?<36ae-0/s-cde-0=>34k :s3ke-0?IaU/�7 zC;m= -c?�?<3��!��36?4_

� ��� ���������
	�� � �� � �� �	$#����� 
 ��������������������	 ���������
	��! 

��8@kU?2;7dU36/<3�iU= k��nA@345KdU3�iU=j-�dC341480=ja~8@?<;���086/�- A@345m36:Rv@8bA@34/2ke-0de-�aQ36578@? 8@a~34/<-0dU8@/234?
dU3�-0k�	057;m?<3

ψ↑ : V0 → V1

3
ω↑ : V0 → W1

3�8f8@a~34/s-cdU8@/<3�dC3�?��7k :s36?<3
Ψ↓ : V1 ×W1 → V0

� ?<iUaU/2;7=>;7=>8@?�8�?<i����7kUdU;m143
j = 0

aQ8@/x148@k A034kU;��4kU16; - � oO: -0;m?@�KiU3 -0?}168@kUdU;�����34?f��_ ; 3y��_ �
?��08j?<-c:s;m?2h 36;m: -c?4_���8@kU?<;mdU34/23�: -0= � �4= iU=J8@a~34/s-cdU8@/�dU3�aU/<36dU;����08��Kie-05��KiU36/

π : V1 → W1

_
��36kUdU8 -0?<?2;7=�oCiU= aU-0?<?28jdU3#" HKJ L HON-PG1�(���(41���%,��!#����� �dU3!:UkU;7dU8f168@=j8Cg

y′1 = y1 − π{x1}
�0>C_<; �

8@kCdU3
x1 = ψ↑{x0}

o
y1 = ω↑{x0}

o
x0 ∈ V0

3
y′1

��8xkC8 A08`?2;7ke-05edC3�dU3B: -05mpU34?�-0a 7@?�8xae-c?<?<8
dU3�"%$ &(')$+*-, ae-0/s-9aU/234dU;���08C_

�#?2:s->dU3 :ekU;���08f573BAc-3�93B: -0ae-fdU3�-0k1	c57;7?23�;75miU?2:</s-0dU-}ke- :ev@iU/<- >C_<;@_

^�h)	014;m5+a~34/2143!�Q36/ ��iC398 ?<;mke-05
x0

a~8�dU3`?234/�a~34/2h 36;m:s-0=j36k :s3`/234168@kU?2:</<i��mdU8 - ae-c/2:s;m/
dU3

x1

3
y′1
oUiU=j-}A@36t �KiU3cg

Ψ↓{(x1, y
′
1 + π{x1})} = Ψ↓{(x1, y1)} = x0

�0>C_u� �

;�>



();7v@iU/<-�>C_<;@g'%�= aU-0?<?28jdU3 Q $ &(')$+*-,yaU-0/s-f	#/<36dU;����08Ug�-0k1	05m;7?23�3?��7k :<34?<3c_

��?2:<8j5m36Ac- �f36: -cae-9dU3?��7k :<34?<3�;75miU?2:</s-0dU-}ke- :ev@iU/<- >�_ ;@_

��8@=W-f;7k :s/28�dCi���08>dU8jae-0?<?28 dU33"%$ &('8$+*-,yae-0/<->aC/<34dC;���c8Uow8@?�kC8 A08@?�80aQ36/s-0dU80/<34?�dU3
-0k�	057;m?<3

ψ↑
p

3
ω↑

p

3?��7k :<34?<3
Ψ↓

p

?
�08>de-0dU80?�a~8@/6g

ψ↑
p{x} = ψ↑{x} o x ∈ V0

�0>C_?> �

ω↑
p{x} = ω↑{x} − πψ↑{x} o x ∈ V0

�0>C_j=��

Ψ↓
p{(x, y)} = Ψ↓{(x, y + π{x})} o x ∈ V1

3
y ∈ W1

�0>C_ e �

	R-c/s-j=>8@?�:s/s-c/0�KiU3}8j34?���iC34=j- h 8@/<=j-0dU8j-0a 7@?�->;7k :s/28�dUi���08jdU8 8@a~34/<-0dU8@/�dU32"%$ & g
')$+*-,}148@k :s;mkKie-�?<36kUdU8�iU= -�dC341480=ja~8@?<;���08 /�- A@365736:4oKdU36A034=>8@?#A@34/2;�:e14-0/ �KiU3�8@?#8@a~34/<-0dU8@/234?

ψ↑
p

o
ω↑

p

3
Ψ↓

p

?<-c:s;m?2h -0t634=\-0?x148@kUdC;�����34?`��_<; 3 ��_u��_ 	R-0/<-
x ∈ V0

o):<34=>8@? � 8@?�?<iUa~34/��7kUdU;{�
1634?934k :</<3 aU-0/��6kK:<34?234?>-014;m= - dU8@?x?<;mke-0;7?�dU3 ;mv@ie-05mde-0dU3f?��08 -0?x3��Kie-��!��36?9iU?s-0dU-0?`ae-c/s-.8
dU36?<36kKA08@5mA�;m=j36kK:<8 de-9dU36=j80?2:s/<-���c8��Bg

;9=



Ψ↓
p{(ψ↑

p{x}, ω↑
p{x})} = � ��� ��� Ψ↓{(ψ↑

p{x}, ω↑
p{x} + πψ↑

p{x})} =

= � ��� ���	��� 
�� Ψ↓{(ψ↑{x}, ω↑{x} − πψ↑{x} + πψ↑{x}} =

= Ψ↓{(ψ↑{x}, ω↑{x})} =

= � ������ x

�0>C_r� �

��?2:<8 =>8@?2:</s- �KiU3`8@?�8@a~34/<-0dU8@/234?
ψ↑

p

o
ω↑

p

3
Ψ↓

p

?s- :s;7?�h -0t436= -j148@kUdC;���c8y��_<;@_���5��6=
dU;m?<?28Uoe148@=

x ∈ V1

3
y ∈ W1

:s36=j8@?6g

ψ↑
p{Ψ↓

p{(x, y)}} = � ��� ��� ψ↑{Ψ↓
p{(x, y)}} =

= � ��� ��� ψ↑{Ψ↓{(x, y + πx)}} =

= � ��� ��� x

�0>C_ i �

(R;mke-057=>34k :<30oK:s34=>8@?6g

ω↑
p{Ψ↓

p{(x, y)}} = � ��� 
�� ω↑Ψ↓
p{(x, y)} − πψ↑Ψ↓

p{(x, y)} =

= � ��� ��� ω↑Ψ↓
p{(x, y + π{x})} − πψ↑Ψ↓

p{(x, y)} =

= � ��� ��� y + π{x} − πψ↑Ψ↓
p{(x, y)} =

= � ��� ��� y + π{x} − π{x} =

= y

�0>C_ � �

��? ;mv@ie-05mde-0dU36?�>C_ iI3 >C_ ��=j8@?�:s/<-0= �KiU3'8@? kU8bA@80?)8@a~34/<-0dU8@/234? dU3�-0k1	c57;7?23O?s- :s;7?�h -0t436=
-f148@kCdU;����08j��_ ��oU8���iC3x168@kU145miU;"-9dU36=j8@kC?2:s/<-���c8U_

� � � ���������
	�� � �� �  ��� � � ��������� 
 ����� ��� � � ��������� 	��  

��kU-0578@v@-0=j36k :s3f-08 �KiU3�:et436=j8@?�ke- ?<3!��08.-0k :s34/2;78@/6o"aQ8�dU36=j8@?=>8�dC;�:e14-0/�8�?<;7kU-05
dU3�-0aC/<8 z�;7=j-���08

x1 ∈ V1

v@34/<-0kUdU8 8 ?<;mke-05�-c:sie-c57;7t4-0dU8 � � abXdc�'OVYX1� x′1 ∈ V1

iC:<;757;mt -0kCdU8

;�e



;mkCh 8@/<=j-����08 168@k :s;7dU- 34=
y1 ∈ W1

_�	)8�dU36=j8@?�/<3 -c57;7t4-0/I: -05+: -0/236h - 14/2; -0kCdU8 iU=X8@a~34/s-cdU8@/

λ : W1 → V1

3dU3 :ekU;7kCdU8 -98@a~34/<-���c8>dC33"%$ &(')$+*-, ae-0/<->- :sie-05m;7t4-���08`148@=>8f?<34v0iU30g

x′1 = x1 − λ{y1}
�0>C_?@ �

8@kCdU3
x1 = ψ↑{x0}

o
y1 = ω↑{x0}

o
x0 ∈ V0

3
x′1

�8jkU8bA08 ?<;mke-05qdC3`-0aC/<8 z�;7=j-���08f-ca 7@?I8
ae-c?<?<8jdU3�"%$ &('8$+*-, aU-0/s->-c:siU-057;mt -����08U_

� ae-0?2?<8}dC3�-c:<ie-05m;7t - ��08de-0dC8}aQ80/U>�_ @���;75miU?2:</s-0dC8xke-�36:s-0ae-xdC3�-0k1	c57;7?23Ide-�:ev0iU/s-
>C_u��_

(R;mv@iU/<-�>C_ ��g'%�= ae-c?<?<8>dU3 Q $ &('8$+*-, ae-c/s-9�H:sie-c57;7t4-���c8Ug#-0k1	c57;7?23�3?��mkK:<34?230_

^ 36A�;7dC34k :s3 �KiU3 -./<36148@kU?�:s/2i���08 a~34/�h 34;n: - �jaQ80?<?��nA@365  �e-0?�: -��KiU3y-
=j8�dU;�:U1 -����08
14-0iU?s-cde->a~3457-9;7k :s/28�dUi���08fdU8fae-0?2?<8>dU3�"%$ &('8$+*-, ?23<4<-fdU34?�h 34;m:s-Cg

x1 = x′1 + λ{y1}
x0 = Ψ↓{(x1, y1)} = Ψ↓{(x′1 + λ{y1}, y1)}

�#>C_<;b� �

��?2:<8j5m36Ac- �f36: -cae-9dU3?��7k :<34?<3�;75miU?2:</s-0dU-}ke- :ev@iU/<- >�_ ;@_

��?IkU8bA@8@?I8@a~34/<-0dU8@/234?IdU3�-0k1	05m;7?23�3?��7k :<34?<3�?
�c8>dU-0dU8@?Ia~8@/4g

;b�



ψ↑
u{x} = ψ↑{x} − λω↑{x} o x ∈ V0

�#>C_<;�; �

ω↑
u{x} = ω↑{x} o x ∈ V0

�#>C_<; � �

Ψ↓
u{(x, y)} = Ψ↓{(x+ λ{y}, y)} o x ∈ V1

3
y ∈ W1

�#>C_<;�> �

��- =>34?2= -fh 8@/<=j- �KiU3`kU8 1 -c?<8 dU8�"%$ &('8$+*-, ae-0/s-jaU/<36dU;����08Uo~aQ8�dU3B�N?<3}=>8@?�:s/s-c/0�KiU3
8@?8@a~34/<-0dU8@/234?

ψ↑
u

o
ω↑

u

3
Ψ↓

u

?<-c:s;m?2h -0t634= -c?�168@kUdU;�����34?x��_<;j3j��_u��o dU3 :ekU;7kCdU8Uo 34k :>�c8Uo iU=
36?��KiU34=j-jdC3�dC341480=ja~8@?<;���08 /�- A@365736:4_

� ��� ���������
	�� � �� � �� �	$ ����� 
!�  ��� � � ��������� 
 ������������������� 	��

��� ��� � � ���������
	��! 

%�= ae-c?<?<8`148@=>aU573B:s8�dU3@"%$ &(')$+*-, ��h 8@/2= -0dC8xa~345m8`8@a~34/<-0dU8@/�dU3�aC/<34dC;���c8
π
?234v@iC;7dU8

a~345m8>dC3x- :sie-05m;7t4-���08
λ
 e36?2: -f1480=ja~8@?<;���08 �de-cde-9aQ8@/6g

y′1 = y1 − π{x1}
x′1 = x1 − λ{y′1}

�#>C_<;9=��

39�;75miU?2:</s-0de-}kU- :Uv@iU/s- >C_?>

� /<36148@kC?2:s/2i���c8 a~34/2h 36;m:s-}dU3
x0

-9ae-0/�:s;7/�dU3
x′1
3
y′1

�148@kC?<34v0iU;7de-f1480=j89?234v@iU3cg

x1 = x′1 + λ{y′1}
y1 = y′1 + π{x1} = y′1 + π{x′1 + λ{y′1}}
x0 = Ψ↓{(x1, y1)} = Ψ↓{x′1 + λ{y′1}, y′1 + π{x′1 + λ{y′1}}}

�#>C_<;�e �

�#?2:s-.148@=>a~8@?<;���08
5736Ac-
-08@?`80aQ36/s-0dU80/<34?`=j8�dU;�:U1 -0dU80?xdU3 -0k1	05m;7?23j3j?��7k :<34?<3co
ψ↑

pu

o

ω↑
pu

3
Ψ↓

pu

oe1480=j8fke-0?I3!��iU-�����34??�KiU3?<34v0iU34=�g

;�i



(R;mv@iU/s-�>�_ >Cg'%�= ae-0?2?<8>dU3 Q $ &('8$+*-, ae-0/<-f	'/234dU;���08f3�H:siU-057;mt -����08Ug#-0k�	057;m?<3�3?��mk :s34?230_

ψ↑
pu{x} = ψ↑{x} − λ{ω↑{x} − πψ↑{x}} o x ∈ V0

�#>C_<;b� �

ω↑
pu{x} = ω↑{x} − πψ↑{x} o x ∈ V0

�#>C_<;�i �

Ψ↓
pu{(x, y)} = Ψ↓{(x+ λ{y}, y + π{x+ λ{y}}} o x ∈ V1

3
y ∈ W1

�#>C_<;�� �

	R-c/s-f=j8@?�:s/<-0/ ��iC3x36?2:s3x34?���iC34=j-jdU3 :ekU3`iC= -9dU36148@=>aQ80?<;����08�/H- A@36573B: o �e-0?2:s-fA03B�
/2;�:e14-0/6�KiU3x80?�8@aQ36/s-0dC8@/<36?

ψ↑
pu

o
ω↑

pu

3
Ψ↓

pu

?s- :s;7?�h -0t436=J-0?I1480kUdU;��!��36?���_ ;3x��_u��_

D)-0= � �4= �Ia~8@?<?��mA@365e148@kC?2:s/2iU;7/'iU= 34?��KiU36= -h 8@/<=j-0dU8�a~8@/#iU= aU-0?<?28xdU3�-c:<ie-05m;7t - �
���08Uo 148@= 8@aQ36/s-0dC8@/

λ : V1 → W1

o ?234v@iC;7dU8Ia~8@/qiU= aU-0?<?28�dC3�aC/<34dC;���c8Uob148@=
π : W1 → V1

o
?234kUdU8jdU34kC8@=j;mke-0dU8 "%$ &(')$+*-, ae-0/<->- :sie-05m;7t4-���08`3�aC/<34dC;���c8�� � abXdc�'OV g a�TfVYX�$[Z '8$[\5*�"%$ &('8$+*-,�� _

�H:
�98y=>8@=>34k :s8Coq=j80?2:s/<-0=>8@?�168@=j8ya~8�dU34=>8@?�16/<;7-0/�8@a~34/<-0dU8@/234?
ψ↑

pu

o
ω↑

pu

3
Ψ↓

pu

iC:<;75m;7t -ckUdU8Uo~kU8y= 	 z�;7=>8UowiU= ae-c?<?<8y168@=>aU573B:s8 dU32"%$ &('8$+*-,0oQ= -0?�kU80:s3@��iC39aQ8�dU34=>8@?�;7kU?23B�
/2;7/`:s-0k :s8@?9ae-c?<?<80?3�Kie-ckK:<8 h 8@/<36=GkU361434?2?
	0/2;78@?9aU-0/s- �KiU3 - dU34168@=>aQ8@?2;����08 -0aU/234?234k :s3�-0?
14-0/s-01B:s36/��7?�:s;m1 -0?�/23��KiU34/2;7de-c?�-9iU=j-9de-0de-f-0aU5m;714-���08C_

;��



^ ;m=ja~8@/�: -0k :s3�?s-05m;736kK:s-0/ �KiU3ae-c/s- �KiU3�?<3 4<-fv@-0/s-0k :<;7de-9-}aU/28@aU/2;734dU-0dU3�dU3�/2341480kU?��
:</<i����08yaQ36/2h 36;m: -jde-2/H- A034573B:8@/<;mv@;7kU-05 ow34=W:s8�dU8@?�8@?�34?��KiU34=j-0?-0aU/234?234k : -0dC8@?ke-0?�?23�����34?
>C_<;@o3>C_u�j3 >C_?>Cowk1�082�xh 34;n: -fkU34kCp�iC= - ?2iUa~8@?<;���08y-c1434/21 - dC8@?�8@a~34/<-0dU8@/234?

π
3
λ
o 80i.?<3 4<-Co

365734?'a~8�dC34= ?234/��Kie-0;7?��KiU34/6_#	)8@/';m?<?<8CoK-�h 36/</<-0=j36k : - "%$ &('8$+*-, ��iU?<-0de-kU34?�:s3I:s/<-��e-05mpU8�148@=>8
?2i��U?��mdU;78fae-c/s-9148@kC?2:s/2i���c8 dU3 /�-bA0345m36:s?�k1�08 ��57;mkU3 -c/<34?6_

� ��� ���������
	�� � 
 ������
 � ��� �	��

� :ev0iU/s- >�_?=y=>8@?2:</s->iU= k��nA@365RdU3}iC= - dC341480=ja~8@?<;���08 /H- A@36573B:57;7kC3 -0/6oQ168@k :s34=9�
aU57-0kUdU8 :s-0k :s8 - 3B: -0ae- dC3f-0k1	05m;7?<3x148@=>8y- dU39?��7k :s36?<3c_}��-y-ck1	057;m?<3co

h̃(n)
�}ae-0?2?s- � �e-0;{zU-

3
g̃(n)

�ae-0?<?<- �!-c5m: -�_��]?��m= �Q80578}dU3?2i��e-0=>8@?2:</s-0v034= ↓ 2
��3!�KiU;mAc-05m34k :s3�-08f8@a~34/<-0dU8@/

ψ↑

de-cdU8.a~3457-�3!��iU-���08 ��_ ;b��_ ��-
?��mk :s34?230oO8�?��m= �~8@578 dU3>?<iUa~34/<-0=>8@?2:</s-0v@36= ↑ 2
�j3!�KiU;mAc- �

5m34k :s3�-c8}8@a~34/s-cdU8@/
ψ↓ de-cdU8}a~345 -x3��Kie-����08>��_<;9=U_O��5��4= dU;m?<?28UoC8@?�:e5m:</<8@?

h(n)
3
g(n)

?��08Uo
/234?<a~341B:s;nA0-c=j36kK:<30owae-0?2?s- � �e-0;{zU-}3ae-c?<?s- �!-05n: -C_

(R;mv@iU/<-�>C_?=Cg'%�= 36?2:
	0v@;78fdU3dU36148@=>a~8@?<;���08 /�-bA0345m36:�57;mkU3 -0/6g#-0k1	c57;7?23�3?��mkK:<34?230_

�#= ?<3 :s/<-c: -0kCdU8 dC3 /�- A@345m36:<? 57;mkU3 -c/<34?6o�14-0?<8 8@?�:e5m:</<8@?fdU3�?��mkK:<34?23
de-c? �e-ckUde-0?
dU3>-0aC/<8 z�;7=j-���08y3fdU39dC36: -c57pU36?�?<-c:s;m?2h -��4-0= -y168@kUdU;���08 dU39168@=jaC5734=>34k :s-0/<;m34de-0dC3 �?>�oWe	� o
��-ci��Q361 pU;736?
3 �-/�345mdU34kC?�=>8@?�:s/s-c/s-0= ��iC3.� a~8@?2?��mA0345�h -c:<8@/
	 ��5780? 34= ae-0?<?28@? dU3 "%$ &('8$+*-,

iC:<;75m;7t -ckUdU898>-057v08@/<;n:s=>8`dU3��#iU145m;7dU36?�ae-0/<-9h - :s8@/<-���08fdU3a~8@57;mkUl@=>;78@?�dU3� -0iU/234k : � e	� _

�#=&:s8�dU8@?�8@?�1 -0?28@?�dC3?:e5n:s/28@?�5m;7kU34-0/<36?4oK-h -c:s8@/<-���c8�36= ae-0?<?28@?�dC3 "%$ &(')$+*-,f/234?2iU5m:s-Co

;�@



ke- -ck1	057;m?<3co � - ��k�iC= -.dC341480=ja~8@?<;���08.34=G168@=>aQ8@kC34k :s36?9aQ8@5m;mh)	0?2;714-0? � 8@i "<c���� /H- A034573B:(�
dU36?<16/<;m:s- a~3457-0?f3��Kie-��!��36? ��_<; � 3���_ ;�> � A034/>3Bz�34=>aU5m8 ;�de- ?<3����08 ��_ > � o � � �}?<34v0iU;7de- dU3
8@a~34/<-�����34?

πi : Vi → Wi

3
λi : Wi → Vi

o)168@=
i ∈ {1, 2, . . . , I} o 8@kUdU3 I dU36aQ36kUdU3jde-

8@/2dU34=WdU80??:e5n:s/28@?�5m;7kU34-0/<36?�-j?<36/<36=Wh - :s8@/<-0dU8@?�30owa~8@/?:U=
o � 1��-j-c:siU-���08jdU3�iU= -f1480kU?��
:s-0k :s39=}iU5n:s;maU57;m1 -c:<;mAc-

K
kU8y/<36?<iU5n: -0dC8 de- �e-0kCde- dU39-0aC/<8 z�;7=j-���08j3}dU39iU=j- 168@kU?2:s-0k :s3

1

K

kU8x/234?2iU5m:s-0dU8�de-��U-0kUde-�dU3IdU36:s-057pU36?4_#� ?��mk :s34?230��8 �C:<;7de-�dU3Ih 8@/2= -�dU;m/<36:s-CoK-c:</s- A �6?�de-
-0aC57;714-���c8xdU80?�ae-c?<?<80?HdU3@"%$ &(')$+*-,9;7k A@36/2:s;mdU8@?6o�168@=j8�A�;7?2:<8`ke-c?�?23�����34?H-0k :s34/2;78@/234?6_#� :ev0iU/s-
>C_ e};75miU?2:</s-`36?<?s-9h -c:<8@/s-����08Uo�8@kUdU3dU36kU80: -c=j8@?�aQ8@/

ψ↑��� o ω↑��� o ψ↓��� 3
ω↓��� 8@?�8@a~34/<-0dU8@/234?

dU3`-0k1	05m;7?23�3�?��mk :s34?23`de- "<c����2/H- A034573B: oQdU3!:ekC;7dU8@?�/<36?<a~341B:s;mAc-0=>34k :<3`a~345 -c?�3!��iU-�����34?���_ ;b��o
��_<;�>Coe��_ ;�=>3x��_<;�e�_

(R;mv@iU/<-t>C_ e�g (w-c:<8@/s- ��08TdC3�:e5m:</<8@?j57;7kC3 -0/234? 36= ae-c?<?<80?�dC3 "%$ &('8$+*-,~g -0k�	057;m?<3 � -014;m= - �f3
?��7k :s36?<32� -��e-c;nz�8��B_

�#= ?<36v@iU;mde-CoeA@36=j8@?IdU80;7?I3Bz�34=>aU5m8@?IdU8j/234?2iU5m:s-0dU8>dU34?�: ->h - :s8@/<-���08 �Kie-ckUdU8 -caU57;{�
14-0dU8@??� /H- A@36573B:�L�-@-0/I39�>��-0i��~341 pU;m34? @ � i�_

B +�%,&41 w6�t�������	��
 " 
�L�����	��� 	#/2;7=>34;7/<-0=>34k :s3co 148@kU?2;7dU36/s-0=>8@?�-xdC341480=ja~8@?<;���08 /�- A@3B�
5m36:IdU3�L�-0-0/4oU36= �KiU3�:s34=>8@?�8@?I?234v@iU;mk :s34? :e5n:s/<80?�dU3?��7k :<34?<3cg

�0�



H(z) = 1 + z−1

G(z) = −1

2
+ 1

2
z−1
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π1 = 0

λ1 = 1

π2 = −1/2

λ2 = 0

K = 1
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x1,0 = ψ↑{x0}
y1,0 = ω↑{x0}
x1,1 = x1,0 − π1{y1,0} = x1,0

y1,1 = y1,0 − λ1{x1,1} = y1,0 − x1,1 = y1,0 − x1,0

x1,2 = x1,1 − π2{y1,1} = x1,1 + 1

2
y1,1 = x1,0 + 1

2
y1,0 − 1

2
x1,0 = 1

2
x1,0 + 1

2
y1,0

y1,2 = y1,1 − λ2{x1,2}
x′1 = x1,2

y′1 = y1,2
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−0, 0238126

+0, 0377692

DR-��~3457-y>C_ ;0g���8�3 :e14;m34k :s36?�dU80? :e5m:</<8@?�dU3?��7k :s36?<3�de- /H- A@36573B:���-ci��Q361 pU;736? @ � i�_

� h -c:<8@/s-����08f/<36?<iU5n: -9ke-0?I8@a~34/<-�����34?IdU3�-c:<ie-057;mt -����08}3aU/234dU;���08f1480kCh 8@/<=>3 >C_u�@��g

�@�



π1(z) = 0

λ1(z) = +3, 172

(
1 + z−1

2

)

π2(z) = +0, 106

(
1 + z
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)

λ2(z) = −1, 766

(
1 + z−1
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π3(z) = −0, 886
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λ3(z) = 0
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x1,0 = ψ↑��� {x0}
o
x0 ∈ V0

y1,0 = ω↑��� {x0}
o
x0 ∈ V0

y1,i = y1,i−1 − πi{x1,i−1}
o
i ∈ {1, 2, . . . , I}

x1,i = x1,i−1 − λi{y1,i}
o
i ∈ {1, 2, . . . , I}
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x′1 = ψ↑

pu{x0} = 1

K
· x1,I

o
K ∈ R

3
x′1 ∈ V1

y′1 = ω↑
pu{x0} = K · y1,I

o
K ∈ R

3
y′1 ∈ W1
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x0 → {x1, y1} → {x2, y2, y1} → · · · → {xk, yk, yk−1, . . . , y1} → · · · �#=U_?> �

8@kUdC3





x′j+1 = ψ↑
pu{x′j} ∈ Vj+1

o
j ≥ 0

y′j+1 = ω↑
pu{x′j} ∈ Wj+1

o
j ≥ 0
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πi =
16?

i · π
o
i ∈ {1, 2, . . . , I} 314? i ∈ R

λi =
16:

i · λ
o
i ∈ {1, 2, . . . , I} 316: i ∈ R
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y′1(n) = 0
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x0(n) = 1, n ∈ Z
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√
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y′1 ∈ W1
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x0 ∈ V0
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x1,0 = ψ↑��� {x0}
o
x0 ∈ V0

y1,0 = ω↑��� {x0}
o
x0 ∈ V0

y1,1 = y1,0 − π1{x1,0}
x1,1 = x1,0 − λ1{y1,1} = x1,0 − λ1{y1,0 − π1{x1,0}}
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x1,0(n) = ψ↑��� {x0}(n) = x0(2n) = 1

y1,0(n) = ω↑��� {x0}(n) = x0(2n + 1) = 1

y1,1(n) = y1,0(n) − π1{x1,0}(n) ⇒ y1,1(n) = 1 − 14?
1

x1,1(n) = x1,0(n) − λ1{y1,0 − π1{x1,0}}(n) ⇒ x1,1(n) = 1 − 1B:
1(1 − 16?

1)
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π1 = cs1 · π
3
λ1 = ct1 · λ
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x1,0(n) = ψ↑��� {x0}(n) = x0(2n) = 1

y1,0(n) = ω↑��� {x0}(n) = x0(2n+ 1) = −1

y1,1(n) = y1,0(n) − π1{x1,0}(n) ⇒ y1,1(n) = −1 − 16?
l

x1,1(n) = x1,0(n) − λ1{y1,0 − π1{x1,0}}(n) ⇒ x1,1(n) = 1 − 16:
1(−1 − 14?
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;mv@ie-05mde-0dU3�B_ ��?<?2;7=�oR-014-��e-0=>8@?dU3j=j8@?�:s/<-0/9��iC3 ?<3

ε
�>iU= - 34/28@?
�c8.3

x1 > x2

o+34k :>�08

ε{x1} > ε{x2}
 e5780v@8

ε
��iU= 8@aQ36/s-0dC8@/�14/234?<1634k :s3c_

��3�h 8@/2= -9-0k�	0578@v@-Co�:<34=>8@?6�KiU3`-9dU;m5 -c:s-���c8`: -0=@� �6= �iU= 8@a~34/<-0dU8@/�16/<36?<1436k :s30_

>de



��8@;m?�= -caQ34-0=j36k :s8@?�=>8@/�h 8@5�7@v0;71480?�36= (eiUk
(Zd, T )

� 8@i ?<3 4<-Co"dU3>(eiUk
(Zd, T )

36=
(eiUk

(Zd, T )
� �KiU3>?
�08
- �U-0?<3fae-0/<-
- 1480kU?2:</<i����08
dC3 -05mv@iUkU?�80aQ36/s-0dU80/<34?��KiU3>iU?s-0/234=>8@?

kU36?2:<3�:</s-��e-c57pU8Uo�?
�08j-9dU;757-c: - ��08}aC5 -0ke-93�-934/28@?
�08>aU57-0ke-Co�de-0dU8@?Ia~8@/4g

δA{x}(n) =
∨

k∈A

x(n− k)
o
x ∈ (eiUk

(Zd, T )
�[e�_j=��

εA{y}(n) =
∧

k∈A

y(n+ k)
o
y ∈ (eiUk

(Zd, T )
�[e�_ e �

��-c?�3��Kie-��!��36?�e�_j= 3ye�_ e -016;7=j-Co
A ⊆ Zd

�}iU=Xde-0dU8y168@k542iUk :s8y168@kUpU3614;mdU8y148@=>8
365734=>34k :<8>36?2:</<iC:<iU/s-0k :<30_

��8c:s3 �KiU3
(εA, δA)

148@kU?�:s;n:siU;qiC= -f-0d542iCk���08 �957iUt�dU-fdC3!:ekU;���08 ��_

^ h)	016;75QkU80: -c/4oUa~3457-0?�3��Kie-��!��36?he�_?=f3re�_ e�o��KiU3�?<3
0 ∈ A

oe36kK:
�08Ug

δA{x}(n) ≥ x(n)
o ∀n �0e�_u� �

εA{y}(n) ≤ y(n)
o ∀n �0e�_ i �

� 3!�Kie-���c8 e�_u�`?2;7v@kC;�:e14- �KiU3
δA

��iU=Y8@a~34/s-cdU8@/�3 z�:s34kC?<;mA08UoU36k��Kie-0k :s8>-`3!��iU-���08
e�_ i�?2;7v@kC;�:e14- �KiU3

εA

�j-0k :s;{��3Bz�:<34kU?2;mA@8C_ ��80:<3 �KiU3jiU= 8@a~34/s-cdU8@/�3Bz�:s36kU?<;nA@8 -0iC=j36kK:s-
8
Ac-05m8@/�= �6dU;789dC8>?2;7ke-c5q?<8 �C/<38 �Kie-c5"34573- :sie-CoC34k��Kie-0k :<8 8>-0k :s;{��3Bz�:<34kU?2;mA@8>dU;m=j;mk�iC; _

B +�%,&41 w6� � ��8@kU?<;mdU34/23iU= ?<;mke-05
x ∈ (eiUk {Z,Z} dU3!:UkU;7dU8fa~8@/





x(n) = n
oeae-0/s-

0 ≤ x ≤ 2

x(n) = 5 − n
oeae-0/<-

2 ≤ n ≤ 5

>@�



�#k :>�08Uo
x = [0; 1; 2; 2; 1; 0]

_

��3 4<-
A = {0, 1} ⊂ Z

_���8@kC?<;7dC34/<3�:s-0= � �4=J-91480kUdU;����08fdU3148@k :<8@/<kU8
x(−1) = 0

_

�#k :>�08Uoea~3457-}3��Kie-����08 e�_?=CoU:s34=>8@?6g

δA{x}(0) =
∨

k∈A

x(0 − k) =
=j- z {x(0); x(−1)} = 0

δA{x}(1) =
∨

k∈A

x(1 − k) =
=j- z {x(1); x(0)} = 1

δA{x}(2) =
∨

k∈A

x(2 − k) =
=j- z {x(2); x(1)} = 2

δA{x}(3) =
∨

k∈A

x(3 − k) =
=j- z {x(3); x(2)} = 2

δA{x}(4) =
∨

k∈A

x(4 − k) =
=j- z {x(4); x(3)} = 2

δA{x}(5) =
∨

k∈A

x(5 − k) =
=j- z {x(5); x(4)} = 1

��i ?<3<4<-�o
δA{x} = [0; 1; 2; 2; 2; 1]

_

M'34=>8@?9�KiU3
δA{x} ≥ x

o+8 �KiU3 4�	�36/s- dU3>?<3>34?<a~34/<-0/`a~345m8 ��iC3>A�;7=>8@?�-0k :s36/<;m8@/��
=>34k :s3c_

��36kU80: -c=j8@?�;7d
L

-�8@aQ36/s-����08`;mdU34k :<;7de-0dC3�36=ViC=V/236:<;714iC5 -0dU8x148@=>aU5m36:s8 L o�8@i ?2;7=9�
aU5m34?2=j36kK:<3;7d �Kie-0kUdU8>kU36kUpKiU= -f1480kCh iU?
�c8ja~8@?<?<->8�1480/</<36/4_

	 % � ��!#�����~| ����
 P	� ��� � � 
 
`HON �}H 
 � %�=j- 8@a~34/<-���c8
υ : L → L �.iU=j- kU36v -���c8

?23x365 -}?s- :s;7?�h -0t�-0?�?<36v@iU;mkK:<34?�148@kCdU;��!��36?4g

z
υ
�9�U; 4236:<8@/s-� 

z
υ
/236A034/2:<3xiC= -98@/2dU34ke- ��08Uoe;m?2:<8 �0o

x ≤ y ⇒ υ(y) ≤ υ(x)
oUae-c/s-

x, y ∈ L  

z
υ2 =

;7dqoC8>80aQ36/s-0dU80/�;mdU34k :<;7de-0dC30_

	R-c/s- :s8�dU8
x ∈ (eiUk

(E, T )
o 3 zC36=jaC578@?�dC3}kU34v@-���08y?��08yde-0dC8@?�ke-0?�3��Kie-��!��36?�e�_ �

3re�_?@Cg

>di



υ{x} = −x ow?<3 T = R
�0e�_ � �

υ{x} = N − 1 − x
oe?23 T = {0, 1, . . . , N − 1} �0e�_?@ �

	 % � ��!#����� � ��� � � 
 � � 
 N L�� � 
 � 
 P������� � 
 � � 
 � ���� � 
 
 � ��3<4<-c= L 3 M dC8@;7?
/236:s;m14iU57-0dU8@?y168@=>aU573B:s8@?y168@= 8@? 8@a~34/s-cdU8@/<36? dU3 kU34v - ��08

υL
3
υM

o�/<36?<a~341B:s;mAc-0=>34k :<30_
��-cdU8 iU=J8@a~34/<-0dU8@/

σ : L → M ow8 =j-0aQ34-0=>34k :s8>dU3`kC34v -����08
σ∗ : L → M �xdU3!:UkU;7dU8

a~8@/

σ∗ = υMσυL
�0e�_<;b� �

��3
υ = υL = υM

� 8�8@a~34/<-0dU8@/�dU3 kC34v -����08�de-cdU8.a~3457-
3��Kie- ��082e�_?@CoOa~8�dU3B�N?<3
=>8@?2:</s-0/ �KiU3�-0?#80aQ36/s-��!��36?

δA
3
εA

o dC3!:ekU;mde-0?#/234?<a~341B:s;nA0-c=j36kK:<3I34= e�_j=�3 e�_ e�o@?s- :s;7?�h -0t436=
-0?I?234v@iU;mk :s34?�;7v0ie-057dU-0dU34? �r�Co �	� g

δ∗A = εA

ε∗A = δA

�0e�_<;�; �

	 % � ��!#����� � � � � � " H � �� 
 
 N L � 
 � � 
 � �� � � 
 
 � ��8@;m?y8@aQ36/s-0dC8@/<36?
σ : L → M 3

ϕ : L → M ?
�08fdUiU-0;7?�36kK:</<3�?<;"?23�365736?�?<-c:s;m?2h -0t634=J-9?234v@iU;mk :s3/<365 -����08

σ∗ = ϕ
3
ϕ∗ = σ

�[e�_<; � �

��8@kU1657i��m=j80?4o'aQ80/ e�_ ; ;
3	e�_<; ��o��KiU3.-c?>80aQ36/s-��!��36?
δA

3
εA

?��08 dUie-0;m?>36k :s/<3�?<; _
�#k :>�08Co��?7 � A�;m8@�KiU3�?<3

(εA, δA)
1480kU?2:<;m:siC;QiU=j-�-0d542iUk����08Uo�8`=>34?2=j8`-0148@k :<34143�148@= 8xae-0/
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(δ∗A, ε
∗
A)
_ �#?<?s- 1 -c/s-01B:s34/��7?�:s;714-�� A 	057;mde-.ae-0/<- ��iU-05��KiU36/9ae-0/9dU3 8@a~34/<-0dU8@/234? �KiU3yh 8@/<=j-

iU=j-f-0d542iUk���08Uoe168@=>89ke->aC/<8@a~8@?<;���08 �KiU3�?<36v@iU3c_

q�����15��"9!#������: ��3�8Tae-0/
(ε, δ)

h 80/<=j- iU=j-T-0d542iCk���08 34k :s/23 L 3 M o�36kK:
�08
(δ∗, ε∗)

:s-0= � �4= h 8@/2= -�_

��v08@/s-f-0aU/234?234k : -0=>8@?�-9dU3!:UkU;����08fdU3 :e5m:</<8@?�=>8@/2h 805�7@v@;m148@?6_

	 % � ��!#����� � ��� H " L � � 
 � � � J � "�� P�H � ��
�� � � 
 ��L � � ����� 
 �	� � � 
�N L � � ��3<4<-
σ
iU= =j-0aQ3 �

-0=>34k :<8>36=JiU= /236:s;m14iU57-0dU89168@=jaC5736:<8 L _���8@kU?2;7dU36/<3�-0?I?<36v@iU;mkK:<34?�dU3!:UkU;��!��36?4g

;@_
σ
�;7dU36=ja~80:<34k :s3coU?<3

σ2 = σ
 

��_���3
σ
�14/234?<1634k :s3x3;7dU36=ja~80:s36k :s30oC34k :>�08

σ
�iU= :e5n:s/<89=>8@/�h 8@5�7@v0;7148� 

>C_I%�= :U5m:s/28}=>8@/2h 8@5�7@v@;m148
σ
�KiU3�?s- :s;7?�h -0t

σ ≤ ;7d��
σ
��-ckK:<;n�N3Bz�:s36kU?<;nA@8�� ��1 pe-0=j-0dU8}dU3

c	� V T(' � T c1 

=U_I%�= :e5m:</<8 =j80/2h 8@5�7@v@;7168
σ
�KiU3
?s-c:<;7?2h -ct

σ ≥ ;md;�
σ
��3Bz�:s36kU?<;nA@8����.1 pe-c= -0dC8 dU3

&9VWZ��bc � V *1'O\ _

q�����15��"9!#������k ��3 4<- 8 ae-0/
(ε, δ)

iC= -T-cd542iUk����08T34k :</<3 8@? /236:<;714iC5 -0dU80?j168@=jaC5736:<8@? L
3 M _x�#kK:
�08Uo � 5miUt9de- dU3 :ekU;����08 �Co"8y8@a~34/<-0dU8@/

α : M → M dC3!:ekU;mdU8 aQ80/
α = δε

�

iU=j-f-��~34/2:<iU/s-936= M 38f8@a~34/s-cdU8@/
β : L → L dU3!:UkU;7dU8fa~8@/

β = εδ
�iU= h 341 pU-0=j36k :s8

36= L _

M�;m=j80?j-ckK:<34/2;78@/2=j36kK:<3 �KiU3
8 ae-c/
(εA, δA)

de-0dU8 aQ8@/ e�_ e 38e�_j= 1480kU?2:<;m:siC;�iC= -
-0d 42iUk���c8 34=X(eiUk

(Z, T )
_��#k :>�08Co a~345 ->aU/<80aQ8@?2;����08 =CoQ168@kU145miU;n�N?<3��KiU3}8@?�= -caQ34-0=j36k :s8@?

αA :
(eiUk

(Z, T ) → (wiCk
(Z, T )

3
βA :

(eiUk
(Z, T ) → (eiUk

(Z, T )
oQde-cdU8@?�aQ365 -0?�3��Kie-��!��36?

e�_<;�> 3*e�_ ;�= ?
�c8UoI/<34?2aQ3616:<;mAc-0=>34k :s3co�iC= -T- �Q36/2:siC/s- 3
iU= h 361 pe-0=>34k :s8C_ ��;7t634=>8@?2�KiU3
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αA

� - -��Q36/2:<iU/s- a~34578 365736=j36kK:<8 34?�:s/<i�:siU/<-0k :s3
A
3
β
� 8�h 341 pU-0=j36k :s8 aQ36578 345m34=>34k :s8

36?2:s/2iC:siC/s-0k :s3
A
_

αA = δAεA

�0e�_<;�> �

βA = εAδA
�0e�_<;9=��

q�����15��"9!#����� | ��?8@a~34/<-0dU8@/234?
αA

3
βA

dC3!:ekU;mdU8@?6o)/234?<a~341B:s;nA0-c=j36kK:<30o+aQ80/�e�_ ;9> 3 e�_<;9=
?��08 dUiU-0;7?�34k :s/23`?2; � 148@=J/23457-���08j-08j8@aQ36/s-0dC8@/IdU3`kU36v -����08 de-cdU8ja~3457->3!�Kie-���c8 e�_?@ �Bow8@i
?23<4<-Co

α∗
A = βA

β∗
A = αA

�0e�_<;�e �

B +�%,&41 w6� � ��3 4<-
f
iU= -H;m= -cv@34= dU;mv@;m:s-05 14i54<-c?+5m;7kUpU-0? a~34/�:s34kC1434= -08I148@k542iCkK:<8�(wiCk

(Z, T )
o

8@kCdU3 T = {0; 1; . . . ; 255} _'��8@kU?2;7dU36/<3 A = {−2;−1; 0; 1; 2} ⊂ Z
_

��?6:ev0iU/s-0? e�_<;@o}e�_ ��o7e�_ >9;m57iU?�:s/s-c=
o�/<36?<a~3416:<;mAc-0=>34k :s3cg

z -9;7=j-0v@34=
f
 

z -�;m= -cv@34=]/<34?2iU5m:s-0k :s3�de-x-caU57;m1 -����08de-x8@a~34/<-���c8`-��~34/�:siU/<-
αA = δAεA

�0?�57;7kCpe-0?'dU3
f
 

z -x;m= -0v034=&/234?<iC5m: -ckK:<3�de-x-0aU5m;71 - ��08�de-x80aQ36/s-����08xh 361 pe-0=>34k :s8
βA = εAδA

�0?�57;mkUpe-0?'dU3

f
_

M'34=>8@?A�KiU3I-�-caU57;m1 -����08�de-�-��~34/�:siU/<-�dU34;{zC-�-�;7=j-0v@34= =j-0;7?)34?214iU/<-CoKaQ8@;m?
αA ≤ ;7d

� -0k :s;n�N3Bz�:s36kU?<;nAc- �B_ 	+8@/ 8@iC:</<8 5 -0dC8Uo�A@34=>8@? �KiU3 - -caU57;m1 -����08TdU8 h 341 pU-0=j36k :s8 dU34;{zU- -
;m= -0v034= =j-0;m?�145 -c/s-CoUa~8@;m?

βA ≥ ;md#� 3Bz�:s36kU?<;nAc- �B_� 36= �U/23 �KiU3��Kie-0k :s8j=j36kU8@/�8fA0-c578@/�dU3
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(R;mv@iU/s-ye�_ ;@g#��=j-0v@36=
f
g' "36ke-C_

��8@=>8�A�;7?2:<8kU81 -0a��n:siU5m8h=Uo kU36?2:<3�:</s-��e-c57pU8�36?2:s-0=j80?#;7k :s36/<34?2?s-0dC8@?�36= 8@a~34/<-0dU8@/234?
�KiU3�aQ80?<?<iC34=W-0?I?<36v@iU;mkK:<34?IaU/28@aU/<;m34de-cdU34?6g

z ?<36/�?2ie- A�;7t -cdU8@/� 

z 148@kC?<34/�Ac-0/I8fAc-05m8@/H=3�4dU;m89dU8@?I?<;mke-0;m?�?<8 �U/238@? ��iU-0;7?�365734?�-c:<ie-0=�_

��?�80aQ36/s-0dU80/<34?
δA
3
εA

k1�08�?s-c:<;7?�h -0t436= kU34kUpKiU=j-xdC34?<?<-0?�dCie-0?�aU/<8@aC/<;736de-0dU36?4_�P 	
- -��~34/�:siU/<-

αA = δAεA

3 8�h 361 pe-0=>34k :s8
β = εAδA

o'-0=@�Q8@? :e5m:</<8@?}=>8@/�h 8@5�7@v0;71480?4o+?
�08
8@a~34/<-�����34?9?2ie- A�;7t -cdU8@/s-c?4_ 	)8@/��4=�o#3457-0?`k1�c8 148@kU?234/�A0-c=G8�Ac-05780/x=3�4dU;m8�dU8 ?2;7ke-05�?<8��U/<3
8 ��iU-05�3457-0?>-c:sie-c=
o 4�	 �KiU3

αA ≤ ;md 3
β ≥ ;7d _���8@k :siCdU8Uo�8 = -caQ34-0=j36k :s8 dU3!:UkU;7dU8

a~3457->=3�4dU;7-j-c/<;m:<= �B:s;m1 -934k :s/23`36?<?<36?�dU8@;m?6:e5m:</<8@?�148@kC?<34/�Ac-0=
o~-0aC/<8 z�;7=j-0de-0=>34k :s3coe8jAc-05m8@/
=3�4dU;m8U_

	 % � ��!#����� � ��� � 
 � ���� �
γA

� ��3<4<-0=
αA

3
βA

v@8bA@36/<ke-0dC8@? aQ365 -0? 3!�Kie-�����34?	e�_<;�>T3
e�_<;9=U_��Z8@aQ36/s-0dC8@/

γA :
(eiUk

(Z,L) → (eiUk
(Z,L)

�dU3!:ekC;7dU8f1480=j8f?<36v@iU3
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(R;mv@iU/<-ye�_ ��g#��aU5m;71 - ��089dU3
αA

�0?I57;mkUpe-0?�dU3
f
_

γA =
αA + βA

2

�0e�_<;b� �

	 % � ��!#��������� ��� �-L���� ��� � " H ���� 
 � 
 � � � � 
 ��� ��� ��� %�= 8@a~34/<-0dU8@/
σ : L → L

�dU;n:s8>-0iC:<8c��dUiU-05q?<3

σ∗ = σ
�[e�_<;�i �

q�����15��"9!#����� � ��8@a~34/<-0dU8@/
γA

dC3!:ekU;mdU8�a~345 -�3!�Kie-���c8 e�_ ;b� �I-ciC:s8c�NdUie-05�148@=]/<365 -����08�-08
8@a~34/<-0dU8@/'dU3IkU36v -����08xdU-0dU8aQ365 -�3��Kie- ��08 e�_?@CoK8@if?<3<4<-�o

γA(x) = N−1−γA(N−1−x) o

x ∈ (wiCk (E, {0, 1, . . . , N − 1}) _
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βA
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f
_
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�}t634/28ykU34?�:s391 -c?<8U_��8y34k : -0k :<8Uoq8y?<iCaU/<36=j8

g
36= v@36/s-05+k1�08y3 z�;7?2:<3 � ;�> � _��-jA034/<dU-0dU30o

?�7`a~8�dU36=j80?�h -057-0/#34= ?2iUaU/234=>8`dU3�iU= 148@k 42iUk :s8`dC3�Ac-05780/<34?'14-0?<8�:s8�dU8@?�345736?�-caU/<36?<34k :<34=
8>=j36?<=>89?<;mke-05  CkU34?�:s31 -0?28Uoe8f?<iUaC/<34=>83��89Ac-05m8@/H=j-0;7?�- h -0?2:s-0dU8fdU3t436/<8U_

�VaU/�7 z�;7=j-yaU/<8@a~8@?2;���c8
=>8@?2:</s- aQ80/��KiU3 36?2:s-
kU8bAc-.-05n:s36/<ke-c:<;mAc-yae-0/<-
8@/2dU34ke- ��08
ae-c/<14;7-05 �dU334?2aQ3614;7-05";7k :s36/<36?<?<3�34= /<3457-���c8��>aU/28@aU/2;734dU-0dU3�dU3�-0iC:<8c��dCie-057;mde-0dU3c_

q�����15��"9!#����� � ��3<4<-0=FdC8@;7?}Ac-05m8@/<36? ��iU-0;7?���iC34/
x, y ∈ K _ �X=j-0a~3 -0=>34k :s8

x → −x
36= K k1�08>/<3BA@36/2:s3x-98@/<dC34ke-����08>ae-0/<16; -05 � oe80i
?23<4<-Cg

x � y ⇔ −x � −y

=d@



��-9=>34?<=j-}h 8@/<=j- �KiU3�ke-9?<3����08j-0k :s34/2;78@/6oe(eiUk
(E, T )

/234aU/234?234k : ->8>168@k542iUk :<8jdU3
:<8�dU80?�8@?�?2;7ke-0;m?�168@= dC8@= �mkU;78>34=

E
39;m= -0v034= T _x��3 T :<34= iU= -j8@/<dU36ke-����08yae-0/214;7-05

� 3
x, y ∈ (eiUk (E, T )

oU:s36=j8@?6g

x � y
oU?<3

x(p) � y(p)∀p ∈ E

� :ev@iC/s-2e�_ e ;m57iU?�:s/<-�dU8@;7?9?2;7ke-c;7?
x, y ∈ (eiUk

(E, T )
34= �KiU3

x � y
_T� :ev@iU/<-

e�_r�`=>8@?2:</s-Co�ke-`5m;7kUpU-x34?214iU/<-CoU8 �mk�:e=>8x36k :s/<3�dU8@;7?�?<;mke-0;7?
x, y

34=ViU= ;7k�h ��?<36=j;m/<3B:s;716iU5 -cdU8
168@=jaC5736:<8U_

(R;mv@iU/<-te�_ e�g �RzC36=jaC578 dC3�dU8@;m? ?<;mke-0;m?
x, y ∈ (eiUk

(E, T )
36= �KiU3

x � y
_ (e8@k :s3.de-

:ev0iU/s-Cg
� ;�� _

	 % � ��!#�����)�'� ��� ������N���� ��
 � � H 
 "�� 
 � ��8@kC?<;7dC34/<3�dC8@;7?O;mkCh ��?234=>;7/236:s;m14iU57-0dU8@?+1480=jaU5m36:<8@?
�fZ $�� "�� �5� L 3 M o"39dU8@;m?�8@a~34/s-cdU8@/<36?

ε′ : L → M 3
δ′ : M → L _9��;mt434=>8@? �KiU3f8 ae-0/

(ε′, δ′)
148@kC?2:s;n:siU; iU= -f-0d 42iUk���c8>36k :s/<3 L 3 M ?23

δ′{y} � x⇔ y � ε′{x} o x ∈ L 3
y ∈ M �[e�_ � > �

e0�



(R;7v0iU/s-�e�_u�Cg ��k�:U=j8f34k :</<3dU8@;m?�?<;7kU-0;7?6g
fx, y

_O(w80kK:<3de- :ev@iU/<-Cg
�<; � _

q�����15��"9!#����� � ��
 � ��
 ��� 
 � H " �}L ���� � 
 � � H 
 "�� 
 � %�=F80aQ36/s-0dU80/
ε′ : L → M �

1 pe-c= -0dC8>dC3x36/<8@?��08f?<3345m3�?<-c:s;m?2h -0t-93!��iU-���08 e�_u�`=Ug

ε′{fi∈Ixi} = fi∈Iε
′{xi}

�[e�_u�`=��

ae-0/<- ��iU-05��KiU36/Ih -c= �m57; -k1�089Ac-0t6; -9dU3?<;mke-0;7? {xi | i ∈ I} ⊆ L _

��3 :eke-0=>8@?I8f148@k542iCkK:<8 M[ε′]
a~8@/6g

M[ε′] = {y ∈ M|∃x ∈ L : y � ε{x}} �[e�_u��e �

��3
(ε′, δ′)

148@kC?2:s;n:siU;"iC= -f-0d542iCk���08f36kK:</<3 L 3 M oe3
ε
�de-0de-faQ80/ e�_ �p=UoU34k :
�08j8

8@a~34/<-0dU8@/
δ′ : M[ε′] → L de-cdU8ja~3457-}3��Kie-����08 e�_ �c���iU=j-9dU;757-c: - ��08U_

δ′{y} = f{x ∈ L |y � ε′{x}} o y ∈ M �[e�_ �0� �

��8c:s3 �KiU3 8 dC8@= �mkU;78
de- dU;757-c: - ��08
δ′
� 57;7=>;m:s-0dU8
-08@?9?2;7ke-0;m? �KiU3 ?
�08 =>34kU8@/234?

8@i ;mv@ie-0;m?4o~kU8 ?234k :s;mdU8 � o"-08@?�345736=j36k :s8@?�dC8 148@k 42iUk :s8y;7=j-0v@36=JdU3
ε′
_��34kUdU8�-0?2?<;m=
o~?<3

e,;



(ε′, δ′)
168@kU?2:<;m:<iU;�iU= Z $�� " o'-�dU;757-c: - ��08

δ′
?234=>aU/<3ya~8�dU3 ?<36/f-0aU5m;71 -cde-
kU8 /234?2iU5m:s-0dU8 de-

-0aC57;714-���c89dU3
ε′
-9iU= ?2;7ke-c5 �Kie-05��KiU36/4_

	 % � ��!#����� �': ��� � 
 � ���� � � � 
 
 � 
�N L 
�� %�= 80aQ36/s-0dU80/
ε′ : L → M � dU;m:<8T14/234?��

1634k :s3 � 148@= /23457-���08 ��8@/<dU36ke-����08 � ��?<3>ae-0/s- �Kie-0;7?��KiU34/ x1, x2 ∈ L : -c5��KiU3
x1 � x2

o
:<34=9��?<3

ε′{x1} � ε′{x2}
_

��8@;m?`=j-0a~3 -0=>34k :s80?x=>8@/2h 805�7@v@;m148@?�36=G(eiUk
(Zd, T )

�KiU3 iU?s-0=>8@?}kC34?2:<3 :s/<-��e-05mpU8
?��08 -9dU;m5 -c:s-���c8}aU5 -cke-93x-936/<8@?��08jaC5 -0ke-}36= Z $�� "�� �BoUde-cdU8@?IaQ80/4g

δ′A{x}(n) = gk∈Ax(n− k)
o
x ∈ (wiCk

(Zd, T )
�0e�_u��i �

ε′A{y}(n) = fk∈Ay(n+ k)
o
y ∈ (eiUk

(Zd, T )
�0e�_u� � �

	)8�dU3 ��?<3�=>8@?�:s/s-c/A�KiU3I8@?#8@a~34/s-cdU8@/<36?#dU3!:UkU;7dU80?�-ckK:<34/2;78@/2=j36kK:<3Hke-0?#3!�Kie-�����34?Ue�_u��i
3 e�_u� ��?��08�14/<36?<1634k :s36?4_ ��5��4= dU;m?<?28Uo)8�ae-0/

(ε′A, δ
′
A)
1480kU?2:<;m:siC;#iU= -�-0d542iCk���08 � 57iUtfde-

dU3 :ekU;���08 ; �}3?<34iC?�8@a~34/<-0dU8@/234?I?s- :s;7?�h -0t436= -0?I3!��iU-�����34? e�_u�`=f3 e�_ �0� � ;�> � _

B +�%,&41 w6�t| ��8@kU?<;mdU34/23iU= ?<;mke-05
x ∈ (eiUk {Z,Z} dU3!:UkU;7dU8fa~8@/

x(n) = n− 2
oUaU-0/s-

n ∈ Z
:s-05 �KiU3

0 ≤ n ≤ 4

�#k :>�08Uo
x = [−2;−1; 0; 1; 2]

_

��3 4<-
A = {0; 1} ⊂ Z

_���8@kC?<;7dC34/<3�:s-0= � �4=J-91480kUdU;����08fdU3148@k :<8@/<kU8
x(−1) = 0

_

�#k :>�08Uoea~3457-}3��Kie-����08 e�_ � i�oC:s36=j80?4g

e@�



δ′A{x}(0) = gk∈Ax(0 − k) = g{x(−1); x(0)} = −2

δ′A{x}(1) = gk∈Ax(1 − k) = g{x(0); x(1)} = −2

δ′A{x}(2) = gk∈Ax(2 − k) = g{x(1); x(2)} = −1

δ′A{x}(3) = gk∈Ax(3 − k) = g{x(2); x(3)} = 1

δ′A{x}(4) = gk∈Ax(4 − k) = g{x(3); x(4)} = 2

��i ?<3<4<-�o
δ′A{x} = [−2;−2;−1; 1; 2]

_

��8c:s3 �KiU3
δ′A{x} � x

_

��8@kU?2;7dU36/<3�-cv@8@/s-0��iC3
A = {−1; 0; 1} 3H-0?O1480kUdU;��!��36?OdU3H168@k :s8@/2kU8�?
�c8 x(−1) = 0

3
x(5) = 0

_)��34?2?s-�kC8 Ac-I148@kCdU;����08Uo ?<iUa~8@kUpe-?�KiU3 �KiU36/<34=>8@?+1 -05m14iU57-0/"8IA0-c578@/ de-IdU;757-c: - ��08
36=

n = 2
_'�#k :>�08Cg

δ′A{x}(2) = gk∈Ax(2 − k) = g{x(1); x(2); x{3}} = g{−1; 0; 1}@
�[e�_u� @ �

��36?2:<3x14-0?<8j->dC;75 - : -����08
δ′A
k1�c8 ��dU3!:UkU;7de-�oeaQ8@;m?�8j?2iUaU/234=>8jdU3�iU=J168@k542iUk :s8>dU3

Ac-05m8@/<36?�148@= ?2;7ke-c;7?�8@a~8@?2:<8@?�k1�08>3Bz�;m?2:s3c_

	 % � ��!#����� �dk ��� � 
 � L � ����� %�= 8@aQ36/s-0dC8@/
α : L → L 34= iC= ;7k�h ��?<36=j;m/<3B:s;716iU5 -cdU8

168@=jaC5736:<8 L �1 pe-c= -0dC8j- �Q36/2:siC/s-9?<3345m3?s-c:<;7?2h -ct-0?�?<36v@iU;7k :<34?�aU/<8@aC/<;736de-0dU36?4g

;@_
α
�16/<34?21436kK:<3� 

��_
α
�;mdU34=>aQ8c:s34k :<30oU8@i�?<3 4<-Co

α2 = α
 

>C_
α
��-0k :<;n��3 z�:s34kC?<;mA08Uoe8@i�?<3 4<-Co

α{x} � x
o
x ∈ L _

��8@=>8
α
��14/<36?<1634k :s3}3�;mdU34=>a~80:s36kK:<30oe36kK:
�08f345m3���iC= :e5m:</<8f=>8@/2h 8@5�7@v@;m148U_

e >



q�����15��"9!#����� � ��3 4<- 8 ae-0/
(ε′, δ′)

iU=j-�-0d 42iUk���c8 34k :s/23y8@?9;7kCh �N?<36=j;m/<36:<;716iU5 -0dC8@?148@=9�
aU5m36:<8@? L 3 M _ �#k :>�c8Uo���57iUtjde-�dU3!:UkU;����08 �Co#8 8@a~34/<-0dU8@/

α′ : L → L dU3!:UkU;7dU8 a~8@/

α′ = δ′ε′
�iU=j-f-��~34/2:<iU/s-936= L �<;�>	� _

��8c:s3���iC3}8 8@a~34/<-0dU8@/
α′

A :
(wiCk

(Z, T ) → (eiUk
(Z, T )

o~dU3!:UkU;7dU8jaQ80/
α′

A = δ′Aε
′
A

o
8@kCdU3

δ′A
3
ε′A

?
�c8 de-0dC8@?�/234?2aQ3616:s;nAc-0=j36k :s3�aQ365 -0?I3��Kie- ����34?De�_ ��i93 e�_ � �Co �iU=j->-��Q36/2:<iU/s-
kU8f;mkCh ��?234=>;7/<3B:s;m14iU57-0dU8`168@=>aU573B:s89(eiUk

(Z, T )
_'��-f-��~34/2:<iU/s-�oe-9dU;757-c: -����08`3 z�;7?2:<30oea~8@;7?�365 -

��1 -05m14iU57-0de--0a 7@?�-0aU57;m1 -����08�aU/��6A�; -de-xiC= -�34/28@?
�c8U_#� 8@aQ36/s-����08h 341 pe-0=>34k :<8 � dC;75 - : -����08
?234v@iU;mde-jdC3x36/<8@?��08���k1�08 ?234/�	jiU?<-0de-jkC34?2:<3x:</s-��e-c57pU8Uoea~8@;m?�365 -fkU34=J?234=>aU/<3x3Bz�;7?�:s3co~iC= -
A034t���iC3x8f?<36i.dU80= �mkU;78 ��5m;7=>;m:s-0dU8Uo�-0?2?<;7= 148@=>898jdU-fdC;75 - : -����08U_

� :ev@iC/s- e�_ i =j8@?�:s/<- iU= 3 zC36=jaC578 dU3f-0aU5m;714-���08 de-y34/<80?
�08
ε′A

� 5 -0dU8y36?��KiU36/<dU8��
3 de- - �Q36/2:siC/s-

α′
A = δ′Aε

′
A

� 5 -0dC8 dC;7/<36;m:<8��Bo�8@kUdU3
A = {−3;−2;−1; 0; 1; 2; 3} �<;�>	� _

$I34ae-c/<3 �KiU3y-
34/<80?
�08�16/<;7-.iU= �!aU57-c:sl	�>ke-./<36v@; �c8.8@kUdC3 8�?2;7ke-05�dU3 36k :s/s-cde-
x
14/2iUt -�8

36;nz�8jpC8@/<;mt48@k : -c5 _��'?2?<3xaU5 -c:<lfv -0/s-ckK:<3�->3 zC;m?2:��4kU16; -jdU->dU;m5 -c:s-���c8930owaQ80/�168@kU?234v@iU;mk :s30o~de-
-��~34/�:siU/<-C_

(R;mv@iU/<- e�_ i�g �Rz�34=>aU5m8�dU3�-0aU5m;714-���08�dC3�36/<8@?��08 � 5 -0dC8�36?��KiU36/<dU8�� 3�-��Q36/2:<iU/s- � 57-0dU8IdU;7/234;n:s8�� _
$I34ae-c/<3 �KiU3y-
34/<80?
�08�16/<;7-.iU= �!aU57-c:sl	�>ke-./<36v@; �c8.8@kUdC3 8�?2;7ke-05�dU3 36k :s/s-cde-

x
14/2iUt -�8

36;nz�8jpC8@/<;mt48@k : -c5 _��'?2?<3xaU5 -c:<lfv -0/s-ckK:<3�->3 zC;m?2:��4kU16; -jdU->dU;m5 -c:s-���c8930owaQ80/�168@kU?234v@iU;mk :s30o~de-
-��~34/�:siU/<-C_�(e8@k :s3�de- :ev@iU/<-Cg�� ;�� _

e`=



	 % � ��!#����� �'| ����
 P	� ����� � 
 � � 
 � ���� � 
 
 � ��-cdU8 iU= 8@a~34/<-0dU8@/
σ : L → M o�8

=j-0a~3 -0=>34k :s8fdU3kU36v -����08
σ∗ : L → M �dU3 :ekU;mdU8faQ8@/

σ∗(x) = −σ(−x) o x ∈ L �[e�_ >@� �

	 % � ��!#������� � ��� �-L���� ��� � " H ���� 
 � 
 � � � � 
 ��� ��� ��� %�= 8@a~34/<-0dU8@/
σ : L → L

�dU;n:s8>-0iC:<8c��dUiU-05q?<3

σ∗ = σ
�[e�_?>b; �

8@i ?<3 4<-Co
σ{x} = −σ{−x} o x ∈ L _

q�����15��"9!#����� � � � 34/28@?
�08
ε′A

dU3 :ekU;7dU- a~345 - 3��Kie-����08 e�_u� ��� iU=j- 8@a~34/<-���c8�-0iC:<8c�
dUiU-05 _�� ;�> � _

q�����15��"9!#�������}� �YdU;757-c: - ��08
δ′A

dU3!:UkU;7de-�a~3457-
3!��iU-���082e�_ ��i � iU=j-
8@a~34/<-���c8 -0iC:<8c�
dUiU-05 _�� ;�> � _

q�����15��"9!#����� �'� ��8@kU?<;mdU34/239- -0d 42iUk���c8 h 8@/<=j-0de->aQ36578jae-0/
(ε′A, δ

′
A)
_�� - �Q36/2:siC/s-jdC3!:C�

kU;mde-9aQ80/
α′ = δ′Aε

′
A

�iU=j-}8@aQ36/s-����08>-0iC:<8c��dUiU-05 _ �<;�>	� _

��36?2:s- ?23���c8Uo�dU3 :ekU;m=j8@?f-ciC:s8c�NdUie-05m;7de-cdU3jh -0t634kUdC8 iU?28 dC8 =j-0a~3 -0=>34k :<8 dC3�kC3B�
v - ��08

x → −x _ 	+8@/��6=
o�kU36?2:s3 :s/s- �e-057pC8|-0aU5m;714-0=j80?�80aQ36/s-0dU80/<34?
=j80/2h 8@5�7@v@;7168@?yke-0?

e�e



5m;7kUpe-c?�dC3 ;7=j-0v@36kU? dU;7v0;m: -c;7?4o0�KiU3 ?��08|?<;mke-0;m?�a~34/�:s36kU1436kK:<34? - (wiCk
(Z, T )

o�8@kUdC3 T =

{0, 1, . . . , N − 1} _>��34?�:s3>1 -0?28Uo+de-0de-yiU=j-y57;7kCpe- x dU3>iU=j-y;7=j-0v@34=�o k��08�h -ct9?<34k :<;7dU8
h -057-0/H36= −x o~a~8@;m?�34?2:<38@aQ36/s-0dC8@/�k1�08>aQ8�dU3�?234/IdU3!:UkU;7dU8>34= T _

�#k :>�08Uo-�aU/<;m=j36;7/<-�A�;m?2:s-CoKk1�08���a~8@?2?��mA0345~-0aU5m;714-0/#8@?'8@a~34/s-cdU8@/<36?�-ciC:s8c�NdUie-0;m?'-0aU/23B�
?234k : -0dC8@?9kU34?�: -.?23����08��

ε′A
o
δ′A

3
α′

A

��-.?<;mke-0;m?x168@=\;7=j-0v@34= 36= T {0, 1, . . . , N − 1} _
��8@k :<iUdU8Uoe-xaU/�7 z�;7=j-�aC/<8@a~8@?<;���08xh 8@/<kU36143�8}?<i��C?��7dC;78}kU361436?<?
	c/<;78`ae-0/s- ��iC3�8@?H/234?<iC5m: -cdU8@?
dU36?2:s-j?<3!��08>a~8@?<?<-0= ?<36/�-0aU57;m1 -0dC8@?HdU3�h 8@/2= -9-0aC/<8@aU/2; -0dU-}kU34?2?<3x:</s-��U-057pU8C_

q�����15��"9!#�����2�': ��3 4<-
x
iU=]?<;mke-05CdC3!:ekU;mdU834= (wiCk

(E, T )
o 8@kUdU3 T = {0, 1, . . . , N−1} _
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