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Resumo da Dissertação apresentada à COPPE/UFRJ como parte dos requisitos

necessários para a obtenção do grau de Mestre em Ciências (M.Sc.)
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Junho/2012

Orientadores: Liu Hsu
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O Controle Adaptativo por Modelo de Referência Binário (B-MRAC), proposto

originalmente para sistemas SISO, é capaz de preservar as propriedades mais dese-

jáveis de sistemas de controle por modos deslizantes, com a vantagem de possuir um

sinal de controle cont́ınuo. Nesta dissertação, uma extensão deste controlador para

plantas MIMO com grau relativo uniforme e unitário é proposta.

Para ampliar a abrangência da aplicabilidade do controlador proposto um mul-

tiplicador passivador é projetado de forma que uma condição de passividade gene-

ralizada chamada WSPR seja obtida. Esta condição possibilita que o controlador

possa ser aplicado mesmo que a matriz de ganho de alta frequência do sistema não

seja simétrica, garantindo que o esquema de controle proposto possua estabilidade

global e convergência do erro de rastreamento para zero. Também, mostra-se que o

controlador B-MRAC tende a se comportar como um controlador vetorial unitário à

medida que o ganho de adaptação tende para infinito. Os benef́ıcios do multiplicador

passivador podem ser verificados nesta transição do controle adaptativo para o con-

trole por modos deslizantes. Nesta dissertação, também são apresentados resultados

de simulação para verificar os resultados teóricos obtidos e ilustrar o desempenho

do controlador proposto.
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Abstract of Dissertation presented to COPPE/UFRJ as a partial fulfillment of the
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The Binary Model Reference Adaptive Control (B-MRAC), proposed originally

for SISO systems, is capable of preserving the most desirable properties of sliding

modes control systems, with the advantage of having a continuous control signal.

In this work, an extension of this controller for MIMO plants with uniform relative

degree one is proposed.

In order to broaden the applicability of the proposed controller a passifying

multiplier is designed so that a generalized passivity condition called WASPR is

achieved. This condition allows the controller to be applicable even if the system

high frequency gain matrix is not symmetric so that the proposed control scheme is

globally stable and guaranteed convergence of the tracking error to zero. Moreover,

the B-MRAC is shown to tend to the unit vector control as the adaptation gain

increases to infinity. The benefits of the passifying multiplier can be assessed in this

smooth transition from adaptive to sliding mode control. Simulation results are also

presented so as to illustrate the theoretical findings and the enhanced performance

of the proposed controller.
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Caṕıtulo 1

Introdução

Nesta dissertação, é proposta uma extensão para sistemas MIMO da estratégia

de controle adaptativo por modelo de referência binário (B-MRAC), originalmente

proposta em [1, 2] para sistemas SISO.

O B-MRAC consiste na lei do gradiente convencional do controle adaptativo por

modelo de referência (MRAC) modificada pela projeção de parâmetros combinada

com um ganho de adaptação suficientemente alto.

Esta estratégia permite atenuar os problemas de falta de robustez e transitório

de adaptação insatisfatório que o MRAC apresenta, por meio da projeção de parâ-

metros combinada com um ganho de adaptação suficientemente alto, obtendo um

controlador robusto com bom comportamento transitório.

1.1 Breve histórico do Controle Adaptativo

O seguinte histórico é uma śıntese dos históricos apresentados nos livros de Na-

rendra e Annaswamy [3], Astrom e Wittenmark [4], Ioannou e Sun [5] e Ioannou e

Fidan [6].

O termo de controle adaptativo, foi formalmente introduzido na literatura de

controle em 1957 por Drenick e Shahbender [7] como sistemas de controle que moni-

toram seu próprio desempenho ajustando seus parâmetros para melhorá-lo, e podem

ser aplicados a sistemas incertos ou aqueles cujas caracteŕısticas podam variar por

diversos motivos [3].

A motivação inicial para a pesquisa em controle adaptativo foi o problema de

projetar pilotos automáticos para aeronaves de alto-rendimento. As aeronaves ope-

ram em um intervalo vasto de velocidade e altitude, não sendo posśıvel controlá-las

utilizando apenas um controlador com ganhos constantes [5].

A estratégia de Controle Adaptativo por Modelo de Referência (MRAC) foi su-

gerida em 1958 por Whitaker et al em [8] e [9]. Os métodos de Sensibilidade [10–12]

e a Regra do MIT foram usados para projetar estimadores em tempo real ou leis

1



de adaptação de varias estratégias de controle adaptativo. A alocação adaptativa

de pólos baseada no problema linear quadrático ótimo foi sugerida por Kalman em

[13]. Mas a falta de provas de estabilidade e de compreensão das propriedades das

estratégias adaptativas propostas, e a queda de uma aeronave, levaram à perda de

interesse na pesquisa em controle adaptativo [6].

Na década de 1960 foram introduzidas as técnicas de espaço de estado e a teoria

de estabilidade de Lyapunov. O desenvolvimento de técnicas como Programação

Dinâmica em [14, 15], Controle Dual [16], Identificação de Sistemas e Estimação de

Parâmetros foram importantes para reformular o Controle Adaptativo. Em 1966,

Parks [17] e outros reprojetaram as leis de adaptação das estratégias MRAC obtidas

pela Regra do MIT em 1950 aplicando o enfoque de projeto de Lyapunov. Aqueles

trabalhos mostraram a importância de provas de estabilidade rigorosas para classes

mais gerais de modelos, melhoraram o entendimento e contribúıram para fortalecer

o interesse nesta área. Estes avanços possibilitaram o desenvolvimento de estraté-

gias para classes de sistemas mais amplas com propriedades de estabilidade bem

estabelecidas.

Mas em 1979, Egardt [18] mostrou que as estratégias adaptativas propostas nos

anos 70 tornavam-se instáveis na presença de pequenos distúrbios. Ioannou [19,

20] e Rohrs [21] publicaram mais exemplos de falta de robustez na presença de

dinâmicas não modeladas e distúrbios, o que estimulou os pesquisadores a entender

os mecanismos de instabilidade e procurar formas para superá-los [6].

Estes trabalhos motivaram o interesse na pesquisa em Controle Adaptativo Ro-

busto. Foram propostas modificações e novas estratégias com o objetivo de assegurar

que os sinais em malha fechada sejam limitados na presença de classes de dinâmicas

não modeladas e distúrbios limitados.

O uso de um sinal normalizador junto com a modificação de chaveamento σ

permitiu provar estabilidade global na presença de dinâmicas não modeladas para

plantas de tempo continuo em [22].

O desenvolvimento do controle adaptativo para sistemas multivariáveis é um pro-

blema bastante desafiador. Em [23], foi introduzido o conceito de matriz interactor

como um meio natural de estender a noção de grau relativo dos sistemas escalares

para os sistemas MIMO. A matriz de ganho de alta frequência surge naturalmente

da definição da matriz interactor como o análogo do ganho de alta frequência dos

sistemas SISO [5].

A matriz de ganho de alta frequência tem um papel muito relevante para o

desenvolvimento de controladores adaptativos para o caso MIMO. Desta forma, para

motivar a importância desta matriz uma breve discussão é apresentada a seguir.
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1.2 Importância do ganho de alta frequência

Nesta seção, a importância do ganho de alta frequência nos sistemas de controle

adaptativo por modelo de referência será ilustrada. Para esta finalidade, considera-se

um exemplo de rastreamento adaptativo de um sistema SISO.

Considere a planta de primeira ordem

ẋ = −ax+ kpu, (1.1)

y = x,

onde a e kp são desconhecidos, e o sinal de kp é conhecido. O objetivo de controle

é achar um sinal u tal que o estado x da planta rastreie o estado do modelo de

referência xm dado por

ẋm = −amxm + bmr, (1.2)

ym = xm,

onde am > 0 e bm são conhecidos, para qualquer sinal r(t) cont́ınuo por partes e

limitado , i.e., conseguir que o erro de rastreamento e(t) dado por

e = x− xm,

tenda assintoticamente para zero ∀t ≥ 0.

A estrutura do sistema para o controlador MRAC é ilustrada na Figura 1.1 [24].

Figura 1.1: MRAC para uma planta de primeira ordem.

A seguinte lei de controle pode ser considerada

u = θTω =
[
θ0 k

] [ x

r

]
= θ0x+ kr, (1.3)
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onde θ é o vetor de parâmetros estimados e ω é o vetor regressor. Substituindo

(1.3) em (1.1), subtraindo (1.2) e somando e subtraindo amx, obtém-se a equação

dinâmica para o erro de rastreamento

ė = −ame+ kpũ, (1.4)

onde

ũ = θ̃Tω, θ̃ = θ − θ∗, θ∗ =

[
θ∗0

k∗

]
=

[
a−am
kp
bm
kp

]
.

Assim os parâmetros que satisfazem o objetivo de controle são θ∗T0 e k∗ os quais

estão representados pelo vetor de parâmetros ideais θ∗. Mas, como os parâmetros

da planta são desconhecidos, a lei de controle ideal não pode ser implementada.

Então pode-se considerar a seguinte lei de controle u(t) = θT (t)ω(t), onde θ(t) é

uma estimativa de θ∗, e procurar uma lei adaptativa para gerar θ(t) em tempo real.

Pode-se aplicar a abordagem de Lyapunov [5] para projetar a lei de adaptação.

Considere a seguinte função de Lyapunov [25]

V =
1

2

[
e2 +

1

γ
|kp|θ̃T θ̃

]
, (1.5)

onde γ é uma constante positiva. A derivada temporal de (1.5) é dada por

V̇ = eė+
1

γ
|kp|θ̃T ˙̃θ,

= −ame2 + kpθ̃
Tωe+

1

γ
|kp|θ̃T ˙̃θ,

= −ame2 + kpθ̃
T

[
ωe+

1

γ
sign(kp)

˙̃θ

]
. (1.6)

Para cancelar o segundo termo da equação (1.6), pode-se escolher a seguinte lei

de adaptação paramétrica

θ̇ = −γsign(kp)eω,

com a qual tem-se que V̇ = −ame2 ≤ 0.

Assim, o sistema de controle adaptativo é globalmente estável, i.e., os sinais de

e, θ̃0 e k̃ são uniformemente limitados. Além disso, a convergência assintótica do

erro de rastreamento e(t) é garantida pelo lema de Barbalat1, porque a limitação

de e, θ̃0 e k̃ implica na limitação de ė (por (1.4)) e, por conseguinte, a continuidade

uniforme de V̇ [24].

1O Lema de Barbalat é apresentado no Apêndice A.2

4



Para projetar a lei de adaptação do caso SISO, é necessário o conhecimento do

sinal do ganho de alta frequência kp. Esta é uma condição suave que é satisfeita na

prática porque pode ser obtida com base no conhecimento f́ısico do sistema [24].

Mas, no caso multivariável a generalização da condição do sinal representa uma

dificuldade, uma vez que o ganho de alta frequência é uma matriz e não um escalar

[26].

1.2.1 Projeto com a abordagem SPR-Lyapunov, caso SISO

Considerando um caso mais geral, pode-se projetar a lei de adaptação usando

uma abordagem baseada em Lyapunov e aplicando o Lema de Kalman-Yakubovich

(condição SPR), que é enunciado a seguir

Lema 1.1 (Lema Kalman-Yakubovich SISO [24]) Considere o sistema linear

invariante no tempo controlável

ẋ = Ax+ bu, (1.7)

y = cx, (1.8)

o sistema (1.7)-(1.8) é estritamente passivo (SP) e sua função de transferência é

estritamente positiva real (SPR) se e só se existem matrizes simétricas positivas

definidas P e Q (P = P T > 0 e Q = QT > 0) que satisfazem

ATP + PA = −Q, (1.9)

Pb = cT . (1.10)

Note que a equação (1.10) requer que o ganho de alta frequência seja positivo,

i.e., kp = cb > 0. Considere que a equação dinâmica do erro de rastreamento SISO

seja estritamente positiva real (SPR), sendo dada por

ẋ = Ax+ b θ̃Tω, (1.11)

e = cx, (1.12)

Para projetar a lei de adaptação considere a seguinte função de Lyapunov

V = xTPx+
1

γ
θ̃T θ̃, (1.13)
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a derivada temporal de (1.13) é dada por

V̇ = ẋTPx+ xTPẋ+
1

γ
˙̃θT θ̃ +

1

γ
θ̃T ˙̃θ,

= xT (ATP + PA)x+ 2xTP b θ̃Tω + 2
1

γ
θ̃T ˙̃θ,

como o sistema (1.11)-(1.12) é SPR, cumpre com as condições (1.9)-(1.10), tem-se

V̇ = −xTQx+ 2 e θ̃Tω + 2
1

γ
θ̃T ˙̃θ.

Assim pode-se projetar a lei de adaptação

˙̃θ = −γeω,

que torna o sistema estável.

Caso o ganho de alta frequência seja negativo kp = cb < 0 e se {A, b̄, c} for SPR,

onde b̄ = b sign(kp), pode-se projetar uma lei de adaptação que torna o sistema

estável e requer o conhecimento do sinal de kp.

Considere que a equação dinâmica do erro de rastreamento SISO seja estrita-

mente positiva real (SPR), sendo dada por

ẋ = Ax+ b̄ sign(kp)θ̃
Tω, (1.14)

e = cx, (1.15)

Para projetar a lei de adaptação considere a seguinte função de Lyapunov

V = xTPx+
1

γ
θ̃T θ̃, (1.16)

a derivada temporal de (1.16) é dada por

V̇ = ẋTPx+ xTPẋ+
1

γ
˙̃θT θ̃ +

1

γ
θ̃T ˙̃θ,

= xT (ATP + PA)x+ 2xTP b̄ sign(kp)θ̃
Tω + 2

1

γ
θ̃T ˙̃θ,

como o sistema (1.14)-(1.15) é SPR, cumpre com as condições (1.9)-(1.10), tem-se

V̇ = −xTQx+ 2 e sign(kp)θ̃
Tω + 2

1

γ
θ̃T ˙̃θ.

Assim pode-se projetar a lei de adaptação

˙̃θ = −γsign(kp)eω,
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que torna o sistema estável.

1.2.2 Projeto com a abordagem SPR-Lyapunov, caso

MIMO

Para o caso MIMO pode-se aplicar também o Lema Kalman-Yakubovich (con-

dição SPR), o qual será analisado no Caṕıtulo 3, onde mostra-se que o Lema requer

que o ganho de alta frequência Kp seja simétrico. Seja a equação dinâmica do erro

de rastreamento MIMO estritamente positiva real (SPR)

ẋ = Ax+BΘ̃Tω, (1.17)

e = Cx, (1.18)

onde Θ é a matriz de parâmetros estimada. Para projetar a lei de adaptação consi-

dere a seguinte função de Lyapunov

V = xTPx+ tr
[
Θ̃TΓ−1Θ̃

]
, (1.19)

a derivada temporal de (1.19) é dada por 2

V̇ = ẋTPx+ xTPẋ+ tr
[

˙̃ΘTΓ−1Θ̃ + Θ̃TΓ−1 ˙̃Θ
]
,

= xT (ATP + PA)x+ 2xTPBΘ̃Tω + 2tr
[
Θ̃TΓ−1 ˙̃Θ

]
,

como o sistema (1.17)-(1.18) é SPR, tem-se

V̇ = −xTQx+ 2eT Θ̃Tω + 2tr
[
Θ̃TΓ−1 ˙̃Θ

]
,

e pode-se projetar a lei de adaptação

˙̃Θ = −ΓωeT .

Assim, pode-se substituir e aplicar a propriedade tr(xyT ) = yTx, com a qual

pode-se verificar que V̇ ≤ −xTQx. Logo é posśıvel concluir que a lei de adaptação

escolhida torna o sistema estável.

O conhecimento prévio do Kp tem sido o maior obstáculo para generalizar o

MRAC para sistemas MIMO, inclusive para plantas de grau relativo um [27].

2As propriedades da traça são apresentadas no Apêndice A.1.
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1.3 Controle adaptativo para sistemas MIMO

O projeto de sistemas adaptativos MIMO apresenta a dificuldade de requerer

informação previa da planta desconhecida para a implementação dos algoritmos.

As dificuldades no desenvolvimento de algoritmos MIMO incluem problemas como

comutatividade, estabilidade, robustez, parametrização, entre outros, o que fez com

que o desenvolvimento dos algoritmos MIMO não pudesse ser simplesmente uma

extensão dos algoritmos SISO.

Algoritmos t́ıpicos de controle adaptativo de plantas SISO requerem o conhe-

cimento do grau relativo da planta e do sinal (MRAC direto) ou de um limitante

inferior da norma do ganho de alta frequência para sua implementação (MRAC

indireto) [25]. Foi preciso procurar as condições equivalentes para o caso MIMO.

Muitos algoritmos de controle adaptativo multivariável foram propostos até me-

ados dos anos 80, como por exemplo, algoritmos baseados na abordagem por modelo

de referência, Monopoli e Hsing em [28], Goodwin e Long em [29], Elliott e Wolo-

vich em [30], Johansson em [31] e Singh e Narendra em [32]; algoritmos baseados na

abordagem de alocação de pólos, Prager e Wellstead em [33] e Elliott, Wolovich e

Das em [34]; e algoritmos baseados na abordagem de otimização quadrática, Borison

em [35] e Koivo em [36], entre outros. Estes trabalhos foram reunidos por Dugard

e Dion em [37] e por Elliott e Wolovich em [38] e fazem parte de vários livros texto

de Narendra e Annaswamy [3], Sastry e Bodson [39] e Ioannou e Sun [5].

Dentre eles, pode-se detalhar aqueles que abordam o controle adaptativo multiva-

riável por modelo de referência. Em [28] foi proposto um controlador MRAC MIMO

usando somente sinais de entrada e sáıda em lugar do vetor de estados completo;

em [29] os resultados de Goodwin et al. [40] forem estendidos para uma clase de

sistemas mais vasta; e em [30], forem discutidas as noções do ganho de alta frequên-

cia, zeros no semiplano lateral esquerdo e o papel do ı́ndice de observabilidade no

projeto de estruturas de controle multivariável.

Uma completa generalização do controle adaptativo direto baseado em Lyapunov

para sistemas MIMO não tinha sido alcançada, mesmo para o grau relativo 1, devido

principalmente ao problema da matriz de alta frequência Kp. Muitas hipóteses

restritivas sobre o conhecimento prévio de Kp foram feitas para superar a condição

de simetria.

Em [5], Ioannou e Sun apresentaram uma lei de adaptação que fazia a hipótese

restritiva de que uma matriz Sp é conhecida e usada na lei de adaptação, tal que

KpSp = (KpSp)
T > 0.

Esta hipótese restritiva tinha sido adotada por vários autores, dentre eles po-

dem ser destacados os trabalhos de Tao em [41] onde foi proposta uma estratégia
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que relaxa a hipótese de conhecimento da matriz interactor ao requerer somente

um limitante superior do máximo grau de seus elementos; de Wu et al. em [42],

onde foi proposta uma extensão dos critérios de MRAC descentralizado [43] para

o caso MIMO; de Chien et al. em [44], onde o controlador baseado em estrutura

variável proposto por Hsu em [45] foi estendido para o caso MIMO MRAC usando

normalização de sinal.

Um algoritmo de chaveamento de histerese [46][47] foi proposto para mitigar a

hipótese de simetria. Weller e Goodwin propuseram em [48] um controlador MRAC

MIMO que mitigava a hipótese restritiva sobre Kp usando um controle de chavea-

mento de histerese, um número finito de estimadores de parâmetros em paralelo e um

algoritmo de chaveamento para selecionar entre os estimadores candidatos baseado

em seus erros de predição associados.

Logo Mathelin e Bodson mostraram em [49] que os algoritmos MRAC MIMO

podem ser modificados usando também uma transformação de histerese nos pa-

râmetros estimados, assumindo o conhecimento a priori da forma de Hermite e o

conhecimento prévio de um limitante superior da norma de Kp [50].

Uma abordagem de controle adaptativo indireto foi proposta para controle de

vôo por Bodson e Groszkiewicz em [51], onde é requerido que uma estimativa de Kp

seja não singular o tempo todo.

Em [3], Narendra e Annaswamy propuseram um método baseado no controle

adaptativo direto, no qual a hipótese menos restritiva do conhecimento de uma

matriz simétrica Γ utilizada na lei de adaptação tal que

ΓKp +KT
p Γ = Qo > 0,

mas foi mostrado por Liu e Aquino em [52] que a condição de simetria

ΓKp = (ΓKp)
T ,

similar a aquela de [5] é requerida para garantir estabilidade [26].

Estas condições de simetria são muito restritivas, e qualquer perturbação em Kp

pode destrúı-las, não podendo ser aplicadas a sistemas com incertezas [53].

1.3.1 Fatoração do ganho de alta frequência

Na literatura foram introduzidas novas parametrizações para a planta nas quais

a matriz do ganho de alta frequência Kp é fatorada.

Em Weller e Goodwin [48], foi introduzida para o MRAC indireto uma parame-

trização usando a fatoração

Kp = LU,
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onde L é uma matriz triangular inferior unitária e U é uma matriz triangular supe-

rior, evitando a singularidade ao manter os elementos da diagonal da estimativa de

U afastados de zero, para os quais é requerido conhecer seus limites inferiores.

Em [52, 54], Hsu et al. propuseram um problema de servo-visão de duas entradas

e sáıdas que foi resolvido com um método baseado em controle hierárquico [55] que

usava uma fatoração LU [26, 56]. O mesmo problema de servo-visão foi abordado

por Zergeroglu et al. [57] usando uma fatoração

Kp = SU.

A hipótese comum entre as propostas anteriores foi o conhecimento dos sinais dos

elementos da diagonal de U ou equivalentemente o conhecimento dos sinais dos

menores principais ĺıderes3 de Kp, o qual é análogo à hipótese do conhecimento do

sinal do kp do caso MRAC SISO.

Em [27, 58], Hsu et al. empregaram a fatoração

Kp = SDU,

introduzida por Morse em [59] , onde S é simétrica positiva definida, D é diagonal

e U é triangular superior unitária, na qual também é necessário conhecer o sinal

dos elementos de D, ou equivalentemente, os sinais dos menores principais ĺıderes

de Kp, conseguindo relaxar a condição KpSp = (KpSp)
T . O papel de S é assegurar

que WM(s)S seja SPR, onde WM(s) é o modelo de referência desejado, e o papel de

U é permitir sua absorção pela parametrização de controle.

Logo, em [60], Imai et al. propuseram mais duas parametrizações

Kp = LDU, e Kp = LDS,

com as quais foram derivadas leis de adaptação onde a única informação requerida

são os sinais dos menores principais ĺıderes da matriz D. Estes resultados foram

estendidos para para plantas com grau relativo superior a um (n∗ > 1) em [50], e

reunidas e estendidas para o caso discreto por Tao em [61].

Sendo que todos os menores principais ĺıderes do ganho de alta frequência Kp

dados por ∆i, i = 1, 2, . . . ,M , são ∆i 6= 0, pode-se definir as seguintes fatorações de

Kp.

Definição 1.1 (Fatoração LDU de Kp [61]) A matriz de ganho de alta frequên-

cia Kp tem uma fatoração única

Kp = LDU,

3A definição dos menores principais ĺıderes é apresentada no Apêndice B.2
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para algumas matrizes M ×M triangulares unitárias inferior L, superior U e

D = diag{d∗1, d∗2, . . . , d∗M},

= diag

{
∆1,

∆2

∆1

, . . . ,
∆M

∆M−1

}
,

Definição 1.2 (Fatoração SDU de Kp [61]) A matriz de ganho de alta frequên-

cia Kp tem uma fatoração não única

Kp = SDsUs,

onde S ∈ RM×M tal que S = ST > 0, Us é uma matriz triangular unitária superior,

e

Ds = diag {s∗1, s∗2, . . . , s∗M} ,

= diag

{
sign [∆1] γ1, sign

[
∆2

∆1

]
γ2, . . . , sign

[
∆M

∆M−1

]
γM

}
,

tal que γ1 > 0, i = 1, . . . ,M pode ser arbitrário. A fatoração SDU de Kp está

relacionada com a fatoração LDU por S = LDDs−1LT e Us = D−1
s L−TDsU , para

um Ds com um conjunto de γi, i = 1, 2, . . . ,M . Assim, a escolha da matriz Ds não

é única nesta fatoração.

Definição 1.3 (Fatoração LDS de Kp [61]) A matriz de ganho de alta frequên-

cia Kp tem uma fatoração não única

Kp = LsDsS,

onde S ∈ RM×M tal que S = ST > 0, Ls é uma matriz M ×M triangular unitária

inferior,

Ds = diag{s∗1, s∗2, . . . , s∗M},

= diag

{
sign [∆1] γ1, sign

[
∆2

∆1

]
γ2, . . . , sign

[
∆M

∆M−1

]
γM

}
,

tal que γi > 0, = 1, . . . ,M , pode ser arbitrário. A fatoração LDS de Kp está

relacionada com a fatoração LDU por Ls = LDsU
−TD−1

s e S = UTD−1
s DU , para

um Ds com um conjunto de γi, i = 1, 2, . . . ,M . Assim, a escolha da matriz Ds não

é única nesta fatoração.

A fatoração LDU foi empregada em diversas abordagens MRAC MIMO, entre

elas, em [62], Xie et al. estudaram o problema do controle adaptativo por modelo

de referência direto robusto para plantas mais gerais com dinâmicas não modeladas
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e distúrbios; e em [63] por Lu et al., onde a fatoração foi usada para projetar o

controlador discreto para o cache de um sistema de internet.

A fatoração SDU foi empregada por vários autores, entre eles por Costa et al.

em [64], para estender o controle adaptativo backstepping para MIMO MRAC; e

por Hsu et al. em [65], junto com a fatoração LDU , para adicionar termos estabi-

lizantes ao algoritmo de controle hierárquico [26, 52, 54]. Os métodos baseados na

fatoração SDU apresentam o problema de sobreparametrização, i.e., a introdução

de parâmetros adicionais em comparação com a fatoração LDU [65].

A fatoração LDS também foi empregada em diversas abordagens MRAC MIMO.

Em [66], Xie estudou o problema do controle adaptativo por modelo de referência

direto robusto para sistemas com dinâmicas não modeladas, distúrbios limitados e

grau relativo arbitrário; e em [67], Sang e Tao estudaram a extensão para sistemas

MRAC MIMO do conceito de margem de ganho, originalmente definido para siste-

mas de controle LTI por Kuo e Golnaraghi em [68], e aplicado a sistemas MRAC

SISO em [69]; em [70], Liu e Tao estenderam a estratégia MRAC com ganho de

Nussbaum usando uma fatoração LDS para sistemas MIMO (que já tinha sido es-

tendida com uma fatoração LDU por Imai et al. em [71]), e aplicado no controle de

aeronaves com múltiplos danos; em [72], Sang e Tao estenderam para o caso MIMO

a estratégia MRAC para sistemas lineares cont́ınuos proposta em [73]; e em Guo et

al. estudaram em [74] o MRAC MIMO aplicado a aeronaves sob condições de falhas

e danos.

1.3.2 Extensão do conceito de Passividade

Uma abordagem com o ponto de vista da passividade, usando conceitos de exten-

são da condição de passividade introduzidos por Fradkov em [75] e [76], e estendidos

por Fradkov em [77] e Peaucelle et al. em [78], foi proposta por Barkana et al. em

[79] e por Liu et al. em [53], chamada WSRP e WASPR. Esta abordagem sugere

que a condição de passividade WSPR pode ser obtida ao multiplicar o vetor de sinal

de sáıda por uma matriz triangular.

Com esta abordagem, uma lei de adaptação simples pode ser conseguida, que é

simplesmente a clássica (não normalizada) lei do gradiente baseada em Lyapunov

sem a necessidade de uma superparametrização requerida pelos métodos de fatora-

ção.

1.4 Organização da Dissertação

No presente caṕıtulo 1, apresenta-se um histórico da evolução do controle adap-

tativo, e ressalta-se a restrição de conhecimento prévio da matriz de alta frequência
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para o controle adaptativo do caso MIMO.

No caṕıtulo 2 será apresentada uma revisão dos conceitos principais dos sistemas

multivariáveis, especialmente aqueles que permitem conhecer se uma planta cumpre

com as restrições que serão enunciadas no caṕıtulo 4.

No caṕıtulo 3, apresenta-se um novo enfoque proposto recentemente em [79] e

[53] para superar a hipótese de simetria da matriz do ganho de alta frequência (HFG)

dos sistemas MIMO, baseado em uma generalização do conceito de passividade.

No caṕıtulo 4, a definição do problema de controle adaptativo é apresentada,

assim como uma breve revisão de algumas estratégias existentes. Além disso, uma

extensão do controlador B-MRAC para sistemas MIMO é proposta.

No caṕıtulo 5, são apresentadas as conclusões do trabalho e propostas para tra-

balhos futuros. Para facilitar a leitura, algumas provas e detalhes técnicos são apre-

sentadas nos apêndices.
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Caṕıtulo 2

Sistemas Multivariáveis

Neste caṕıtulo serão apresentados conceitos básicos sobre sistemas multivariáveis

que são necessários para a compreensão dos sistemas de controle adaptativo MIMO.

2.1 Representação matemática de um sistema

Considere um sistema linear invariante no tempo (SLIT) descrito por

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), (2.1)

y(t) = Cx(t) +Du(t), (2.2)

onde A ∈ Rn×n é a matriz de estado, B ∈ Rn×p é a matriz de entrada, C ∈ Rq×n é

a matriz de sáıda, D ∈ Rq×p é a matriz de transmissão direita. Além disso x ∈ Rn é

o vetor de estado do sistema, u ∈ Rp é o vetor de entrada e y ∈ Rq o vetor de sáıda.

2.2 Pólos e Zeros de uma Matriz de Função de

Transferência

Uma Matriz de Função de Transferência é representada por uma matriz racional

G(s) de q linhas e p colunas, que é uma matriz cujos elementos são funções racionais

de s, e pode ser expressa da seguinte forma

G(s) =
1

m(s)
M(s), (2.3)

onde m(s) é um polinômio em função de s que é o mı́nimo múltiplo comum dos

denominadores dos elementos de G(s), e M(s) é uma matriz polinomial, i.e., aquela

cujos elementos são polinômios em função de s.
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Definição 2.1 (Classificação de Matrizes Racionais.) Uma matriz racional é

chamada de:

1. Impropria, quando lims→∞G(s) não existe.

2. Própria, quando lims→∞G(s) existe.

3. Estritamente Própria, quando lims→∞G(s)=0.

A localização dos pólos de uma matriz de função de transferência G(s) está

dispońıvel por inspeção das funções de transferência individuais (os elementos da

matriz), mas o número total deles e sua multiplicidade não está dispońıvel direta-

mente. Assim mesmo, a localização dos zeros, ou inclusive sua existência, não pode

ser determinada pela inspeção dos elementos de G(s).

É posśıvel achar o polinômio caracteŕıstico de uma matriz racional da seguinte

forma

Definição 2.2 O polinômio caracteŕıstico da matriz G(s), racional própria com q

linhas e p colunas, denotado por 4G(s), é o mı́nimo múltiplo comum dos denomi-

nadores de todos os menores da matriz1.

Os pólos de uma matriz racional G(s) podem ser achados das ráızes de seu

polinômio caracteŕıstico 4G(s) = 0.

Exemplo 2.1 Seja a matriz racional própria

G(s) =

[
2(s+1)
s(s+2)

1
s+2

1
s

1
s+1

]
, (2.4)

Os menores de ordem 1 são os mesmos elementos de G(s), cujos denominadores são

s(s + 2), s + 2, s, e s + 1, e o único menor de ordem 2 é o determinante de G(s),

cujo denominador é s(s + 2), assim tem-se que a equação caracteŕıstica de G(s) é

dada por

4G(s) = s(s+ 1)(s+ 2),

e os pólos são dados pelas ráızes de 4G(s) e são 0, −1 e −2.

A procura dos zeros é mais complicada. A seguir são apresentadas três formas

para calculá-los: através da forma de Smith MacMillan, da fração matricial irredu-

t́ıvel ou da matriz de Rosenbrock.

1A definição dos menores de uma matriz é apresentada no Apêndice B.1.
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2.2.1 Forma de Smith MacMillan

Uma matriz polinomial M(s), com q linhas, p colunas e posto r, pode ser di-

agonalizada por meio de multiplicações pela esquerda e pela direita por matrizes

unimodulares2 apropriadas. Esta forma diagonal é chamada de Forma de Smith de

M(s), e os elementos de sua diagonal são os r polinômios invariantes de M(s). A

menos da ordem de aparecimento destes polinômios na diagonal, e da multiplicação

deles por constantes reais não nulas, a forma de Smith é única.

A forma de Smith de uma matriz polinomial M(s) pode ser encontrada calcu-

lando seus polinômios invariantes3 (através dos máximos divisores comuns (mdc)

dos menores de M(s)).

A partir da forma de Smith da matriz polinomial M(s) de uma matriz racional

G(s) (2.3), pode-se enunciar uma forma que revele os pólos e os zeros da matriz

racional G(s), usando o seguinte teorema

Teorema 2.1 (Forma de Smith MacMillan.) Dada uma matriz racional pró-

pria G(s) com q linhas, p colunas e posto r, existem matrizes polinomiais unimodu-

lares V (s) ∈ Rq×q e W (s) ∈ Rp×p tais que

G(s) = V (s)SM(s)W (s), (2.5)

SM(s) =



σ1(s)

σ2(s)
. . .

σr(s)

0
. . .


,

Esta matriz diagonal SM(s) recebe o nome de Forma de Smith-MacMillan de G(s)

e é caracterizada por

1. Os primeiros elementos da sua diagonal são não nulos.

2. Os r primeiros destes elementos são funções racionais irredut́ıveis

σi(s) =
εi(s)

ψi(s)
, ∀i = 1, 2, . . . r.

3. Cada denominador ψi(s) para i = 1, 2, . . . r − 1 é múltiplo do denominador

ψi+1(s) que o sucede (ψi+1 divide ψi).

2A definição das matrizes unimodulares é apresentada no Apêndice B.4.
3A definição dos polinômios invariantes de uma matriz é apresentada no Apêndice B.3.
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4. Cada numerador εi(s) para i = 2, . . . r é múltiplo do numerador εi−1(s) que o

antecede (εi−1 divide εi).

A menos de multiplicações por constantes reais nos polinômios envolvidos, a forma

de Smith-MacMillan é única, os denominadores ψi(s) são chamados de polinômios

invariantes de G(s).

As ráızes dos polinômios invariantes ψi(s) são os pólos de G(s) e as ráızes dos

polinômios εi(s) são os zeros da matriz racional G(s).

Considerando que a matriz polinomial M(s) de (2.3) e sua forma de Smith S(M)

são equivalentes, i.e., tem os mesmos polinômios invariantes, a matriz racional G(s)

pode ser escrita da seguinte forma

G(s) =
1

m(s)
M(s) = V (s)

S(M)

m(s)
W (s), (2.6)

onde V (s) e W (s) são matrizes unimodulares. Pode-se observar que (2.6) tem a

mesma forma que (2.5), e assim, verifica-se que a forma de Smith MacMillan pode

ser obtida fazendo

SM(s) =
S(M)

m(s)
,

Exemplo 2.2 Seja a matriz racional própria (2.4), a qual pode ser escrita como

G(s) =
1

m(s)
M(s) =

1

s(s+ 1)(s+ 2)

[
2(s+ 1)2 s(s+ 1)

(s+ 1)(s+ 2) s(s+ 2)

]
, (2.7)

Para encontrar a forma de Smith de M(s) pode-se proceder da seguinte forma. Por

convenção o máximo divisor comum (mdc) de ordem 0 é ∆0(s) = 1. Os elementos

de ordem 1 são os mesmos elementos de M(s), e o mdc deles é ∆1(s) = 1. O único

elemento de ordem 2 é o determinante de M(s) e seu mdc é ele mesmo (∆2(s) =

detM(s)), assim os polinômios invariantes são dados por

σ1(s) =
∆1(s)

∆0(s)
= 1, σ2(s) =

∆2(s)

∆1(s)
= s(s+ 2)(s+ 1)2,

Portanto, a forma de Smith de M(s) denotada por S(M) é dada por

S(M) =

[
1 0

0 s(s+ 1)2(s+ 2)

]
,
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A forma de Smith MacMillan será dada por

SM(s) =
1

m(s)
S(M),

=
1

s(s+ 1)(s+ 2)

[
1 0

0 s(s+ 1)2(s+ 2)

]
,

=

[
1

s(s+1)(s+2)
0

0 s+ 1

]
,

onde
∏
ψi(s) = s(s + 1)(s + 2) e

∏
εi(s) = s + 1. Assim, os pólos de G(s) são 0,

−1 e −2 e o zero é −1.

2.2.2 Descrição por frações matriciais

Uma matriz racional G(s) de q linhas e p colunas pode ser expressa da seguinte

forma

G(s) =
1

m(s)
M(s) = m(s)−1M(s) = M(s)m(s)−1,

Mas pode-se multiplicar o polinômio m(s)−1 por uma matriz identidade de dimensão

adequada, da seguinte forma

G(s) = (m(s)Iq)
−1M(s) = M(s)(m(s)Ip)

−1,

onde Iq é a matriz identidade (q × q) e Ip é a matriz identidade (p × p). Assim

pode-se estabelecer o seguinte

Lema 2.1 Dada a matriz racional G(s) com q linhas e p colunas, é sempre posśıvel

expressá-la como uma fração matricial à esquerda da forma

G(s) = D−1
E (s)NE(s),

onde DE(s) é uma matriz polinomial (q× q) e NE(s) é uma matriz (q×p); ou como

uma fração matricial à direita da forma

G(s) = ND(s)D−1
D (s),

onde DD(s) é uma matriz polinomial (p× p) e ND(s) é uma matriz (q × p).

Doravante, somente as frações matriciais à direita ND(s)D−1
D (s) serão conside-

radas sendo escritas como N(s)D−1(s). Embora os conceitos também possam ser

aplicados da mesma forma para as frações matriciais à esquerda D−1
E (s)NE(s).

Dada uma fração matricial (G(s) = N(s)D(s)−1), outra fração matricial à di-

reita pode ser obtida multiplicando-se à direita de N(s) e de D(s) por uma matriz
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polinomial não singular Q(s), ou seja se (N(s)D−1(s)) é fração matricial à direita

de G(s), então (N̂(s)D̂−1(s)) também é fração matricial à direita de G(s), onde

N̂(s) = N(s)Q(s) e D̂(s) = D(s)Q(s)

N(s)D−1(s) = N(s)Q(s)(D(s)Q(s))−1 = N̂D̂−1(s).

Pode-se definir uma matriz R(s) que seja o máximo divisor comum entre N(s) e

D(s), com o qual é posśıvel extrair os fatores comuns entre eles.

Definição 2.3 (Máximo divisor comum pela direita.) Para N(s) (q × p) e

D(s) (p × p), polinomiais, a matriz polinomial R(s) (p × p) é um máximo divisor

comum pela direita de N(s) e D(s) se e somente se

1. R(s) é um divisor comum pela direita, ou seja, existem matrizes polinomiais

N̄(s) e D̄(s) tais que N(s) = N̄(s)R(s) e D(s) = D̄(s)R(s).

2. Se Q(s) é um divisor comum pela direita qualquer de N(s) e de D(s), então

Q(s) é um divisor pela direita de R(s), ou seja, existe uma matriz polinomial

R̄(s) tal que R(s) = R̄(s)Q(s).

Da definição é posśıvel notar que R(s) não é único. Então, outras matrizes podem

satisfazer os requisitos, mas todas elas são equivalentes4. Podem ser determinadas

da seguinte forma

Teorema 2.2 (Máximo divisor comum.) Dadas N(s) (q × p) e D(s) (p × p),

polinomiais, seja U(s) [(q + p)× (q + p)] uma matriz polinomial unimodular tal que

U(s)

[
D(s)

N(s)

]
=

[
R(s)

0

]
,

A matriz polinomial R(s) (p× p) é um máximo divisor comum pela direita de N(s)

e D(s).

Conhecendo o máximo divisor comum R(s) de uma fração matricial N(s)D−1(s),

é posśıvel fazer a seguinte operação

Nr(s) = N(s)R−1(s) e Dr(s) = D(s)R−1(s),

com a qual obtém-se uma fração matricial irredut́ıvel Nr(s)D
−1
r (s). Mas, como será

visto adiante, se R(s) é unimodular então a fração já é irredut́ıvel.

4A definição das matrizes polinomiais equivalentes é apresentada no Apêndice B.5.
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Definição 2.4 (Fração matricial irredut́ıvel.) Uma fração matricial pela di-

reita N(s)D−1(s) é irredut́ıvel pela direita caso N(s) e D(s) sejam coprimas pela

direita, i.e., quando admitem como divisores comuns pela direita apenas matrizes

unimodulares. Dada uma matriz racional G(s) (q×p), é sempre posśıvel expressá-la

como uma fração matricial irredut́ıvel.

G(s) = N(s)D−1(s),

Assim, os pólos e os zeros de uma matriz racional G(s) expressa como uma fração

matricial irredut́ıvel podem ser achados da seguinte forma:

Propiedade 2.1 (Polinômio caracteŕıstico.) Considere a matriz racional

G(s) = N(s)D−1(s), o determinante de D(s) é o polinômio caracteŕıstico de G(s).

∆G(s) = detD(s),

se e somente se N(s)D−1(s) for irredut́ıvel.

Propiedade 2.2 (Pólos e zeros.) Sendo a matriz racional G(s) expressa por uma

fração matricial irredut́ıvel N(s)D−1(s):

a) Os seus zeros são as ráızes dos polinômios invariantes de N(s),

b) Os seus pólos são as ráızes dos polinômios invariantes de D(s).

Exemplo 2.3 Seja a matriz racional própria (2.4), que pode ser escrita como

G(s) = N(s)D−1(s),

onde

N(s) =

[
2(s+ 1)2 s(s+ 1)

(s+ 1)(s+ 2) s(s+ 2)

]
,

D(s) =

[
s(s+ 1)(s+ 2) 0

0 s(s+ 1)(s+ 2)

]
.

Para obter um máximo divisor comum, pode-se utilizar o seguinte procedimento.

Seja a matriz

[
D(s)

N(s)

]
=


s(s+ 1)(s+ 2) 0

0 s(s+ 1)(s+ 2)

2(s+ 1)2 s(s+ 1)

(s+ 1)(s+ 2) s(s+ 2)

 . (2.8)

20



Seja fi a linha i de (2.8), realizando as seguintes operações

f1 − sf4, f3 − 2f4, f4 − (s/2)f3, f4 + f3.

A matriz passa a ter a seguinte forma

[
D(s)

N(s)

]
=


0 s3 + 2s2

0 s3 + 3s2 + 2s

−2s− 2 −s2 − 3s

0 −1
2
(s3 + 3s2 + s)

 .

Agora, efetuando as seguintes operações

f1 + f2, f4 +
1

2
f2, f2 − sf1, f1 ↔ f3.

Pode-se verificar, aplicando o Teorema 2.2, que o máximo divisor comum R(s) é

dado por

R(s) =

[
−2(s+ 1) −s(s+ 3)

0 s(s+ 2)

]
.

É fácil mostrar que R(s) não é Unimodular. Então, R(s) pode ser usado para obter

a fração matricial irredut́ıvel, da seguinte forma

Nr(s) = N(s)R−1(s) =

[
−(s+ 1) −(s+ 1)

−1
2
(s+ 2) −1

2
(s+ 1)

]
, (2.9)

Dr(s) = Ds)R−1(s) =

[
−1

2
s(s+ 2) −1

2
s(s+ 3)

0 (s+ 1)

]
. (2.10)

Dos polinômios caracteŕısticos de Nr(s) e Dr(s), pode-se determinar os pólos

{0,−1,−2} e os zeros {−1} de G(s).

2.2.3 Matriz de Rosenbrock

Considere o sistema linear invariante no tempo

ẋ = Ax+Bu, (2.11)

y = Cx, (2.12)

onde x ∈ Rn é o vetor de estado, u ∈ Rm é o sinal de entrada, y ∈ Rm é o sinal de

sáıda, A ∈ Rn×n é a matriz de estado, B ∈ Rn×m é a matriz de entrada e C ∈ Rm×n

é a matriz de sáıda.

Como o sistema (2.11)-(2.12) tem o mesmo número de entradas e sáıdas, é pos-
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śıvel achar os zeros do sistema encontrando as ráızes do polinômio dado por

det (Ro(s)) = 0,

onde Ro(s) é chamada de matriz de Rosenbrock [81] e é dada por

Ro(s) =

[
sI − A −B
C 0

]
. (2.13)

2.3 Matriz interactor

A extensão do conceito de grau relativo de funções de transferência para matrizes

de função de transferência não é trivial e deve levar em conta as interações em alta-

frequência entre diferentes entradas e sáıdas. A ideia de matriz interactor segue

do seguinte conceito para funções de transferência escalar: o conhecimento do grau

relativo de uma função de transferência escalar G(s) ∈ Rp,0(s) 5 é equivalente ao

conhecimento de um polinômio mônico ξ(s) tal que

lim
s→∞

ξ(s)G(s) = kp 6= 0.

Então, o grau relativo de G(s) é igual ao grau de ξ(s). O escalar kp é chamado de

ganho de alta frequência da planta G(s) [39].

Analogamente, o comportamento em alta frequência para plantas MIMO é de-

terminado por uma matriz polinomial que satisfaz

lim
s→∞

ξ(s)G(s) = Kp 6= 0, onde Kp é não singular.

Assuma que G(s) não é singular. A matriz interactor ξ(s) não é única, a menos

que sua estrutura seja restrita. Em [23] foi provado que só existe uma matriz ξ(s)

satisfazendo as seguintes condições:

Definição 2.5 ([39]) A matriz interactor de uma planta G(s) ∈ Rm×m
P (s) 6 , não

singular, é definida como a única matriz ξ(s) ∈ Rm×m(s) tal que

lim
s→∞

ξ(s)G(s) = Kp, onde Kp é não singular,

ξ(s) = H(s)∆̂(s),

5G(s) ∈ Rp,0(s) se lims→∞ G(s) = 0.
6G(s) ∈ Rp(s) se lims→∞ G(s) existe.
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onde ∆̂(s) = diag{sρi} e H(s) =



1 0 0
... 0

ς21 1 0
... 0

ς31 ς32 1
... 0

. . . . . . . . .
. . . . . .

ςm1 ςm2 ςm3
... 1


sendo ςij(s) qualquer

polinômio diviśıvel por s ou igual a zero.

A matriz Kp é chamada de matriz de ganho de alta frequência da planta G(s).

Os inteiros ρi estendem a noção de grau relativo n∗ de uma função de transferência

SISO. A matriz H(s), que é igual a 1 no caso SISO, descreve as interconexões de

alta frequência entre as diferentes entradas e sáıdas da planta.

Definição 2.6 ([39]) A matriz interactor modificada de uma planta G(s) ∈
Rm×m
P (s), não singular, é definida como a matriz ξm(s) ∈ Rm×m(s) tal que

lim
s→∞

ξm(s)G(s) = Kp, onde Kp é não singular,

ξm(s) é definida substituindo-se s em ξ(s) por s+ a, a > 0, a ∈ R.

2.4 Controlabilidade e Observabilidade

Uma realização é dita como sendo controlável se existir uma entrada u(t) capaz

de transferir qualquer estado inicial x(0) para qualquer estado final x(t), em um

tempo finito t. Uma realização é observável se é posśıvel determinar de forma única

o estado inicial x(0), através do conhecimento de u(t) e y(t), t ≥ 0 [82].

Considerando o sistema MIMO LTI descrito pela equação de espaço estado (2.1)-

(2.2), as matrizes de Controlabilidade UC ∈ Rn×np e de Observabilidade UO ∈ Rnq×n

são dadas por

UC =
[
B AB A2B . . . An−1B

]
,

UO =
[
CT ATCT (AT )2CT . . . (AT )n−1CT

]T
,

O sistema é controlável se e somente se UC tem posto completo (posto(UC) = n) e

observável se e somente se UO tem posto completo (posto(UO) = n).

O ı́ndice de observabilidade ν é o mı́nimo inteiro que satisfaz

posto
[
CT ATCT (AT )2CT . . . (AT )ν−1CT

]T
= n. (2.14)
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Caṕıtulo 3

Passivação de Sistemas MIMO

As técnicas baseadas em passividade têm um papel importante em sistemas de

controle linear e não linear devido à simplicidade e significado f́ısico do projeto e

boas propriedades de robustez dos controladores resultantes. Um dos mais poderosos

métodos de projeto baseados em passivação é achar uma realimentação de sáıda

que faça com que o sistema em malha fechada seja passivo, o qual é chamado de

passivação. Entre as aplicações da passivação estão o controle adaptativo, o controle

de sistemas compostos parcialmente lineares, controle de vôo e controle de processos,

dentre outras [78].

3.1 Passividade

Um sistema é dito passivo se a energia absorvida por ele por um peŕıodo de

tempo [0, t] é maior que ou igual ao incremento na energia armazenada no sistema

durante o mesmo peŕıodo de tempo. Seja V (x) uma função de armazenamento de

energia de um sistema y = h(t, u), onde u é a entrada e y é a sáıda do sistema,

tem-se a inequação ∫ t

0

u(s)y(s)ds ≥ V (x(t))− V (x(0)), (3.1)

e como (3.1) deve se manter para todo t ≥ 0, a inequação instantânea de energia

u(t)y(t) ≥ V̇ (x(t), u(t)),

deve se manter para todo t. Então, o fluxo de energia entrando no sistema deve ser

maior que ou igual à taxa de variação da energia armazenada no sistema [83].

Uma função de Lyapunov pode ser relacionada com a noção de energia para

sistemas estáveis: se ela é dissipada continuamente, então o sistema eventualmente

chega a um ponto de equiĺıbrio [24].

O mesmo ocorre com um sistema dissipativo, que dissipando energia volta ao
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ponto de equiĺıbrio. Um sistema dissipativo é um tipo de sistema passivo. A relação

básica que exprime a lei de conservação de energia é

d

dt

(
Energia

Armazenada

)
=

Potencia

Externa

de Entrada

+

Potencia

de Geração

Interna

,

a qual nos permite considerar passivos os sistemas que verifiquem equações da forma

V̇ (t) = yTu − ψ(t), onde V (t) e ψ(t) são funções escalares do tempo, e u e y são a

entrada e a sáıda do sistema [24].

Então, um sistema linear invariante no tempo (SLIT) dado pela realização mı́-

nima

ẋ = Ax+Bu , (3.2)

y = Cx , (3.3)

com x ∈ Rn, u ∈ Rm, y ∈ Rm é dito passivo se existe uma função positiva definida

continuamente diferenciável V (x) (chamada de função de armazenamento) tal que

uTy ≥ V̇ =
∂V

∂x
(Ax+Bu), ∀(x, u),

Além disso, é dito estritamente passivo, se uTy ≥ V̇ + ψ(x) para alguma função

positiva definida ψ e para todo (x, u).

3.1.1 Positividade e Passividade de sistemas lineares

Uma função de transferência h(s) é estritamente real positiva (SPR) se e só se

h(s) é estritamente estável e se a parte real de h(s) é estritamente positiva no eixo

jω, i.e. ∀ω ≥ 0, Re[h(jω)] > 0. Isto implica que h(s) tem grau relativo 0 ou 1 e é

estritamente de fase minima. [24]

Uma matriz de função de transferência própria racional p × p H(s) é chamada

de real positiva (PR) se

• Os pólos de todos os elementos de H(s) estão em Re[s] ≤ 0.

• Para todo ω real para o qual jω não é um pólo de algum elemento de H(s), a

matriz H(jω) +HT (−jω) é positiva semidefinida.

• Qualquer pólo imaginário puro jω de qualquer elemento de H(s) é um pólo

simples e a matriz reśıduo lims→jω (s− jω)H(s) é positiva semidefinida Her-

mitiana.
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H(s) é dita estritamente positiva real (SPR) se H(s− ε) é real positiva (PR) para

algum ε > 0 [83].

A relação entre passividade e a condição de PR e SPR, é dada da seguinte forma.

Seja G(s) a função de transferência do sistema (3.2)-(3.3) dada por

G(s) = C[sI − A]−1B, (3.4)

o sistema é dito passivo se G(s) é real positiva (PR) e é estritamente passivo (SP)

se G(s) é estritamente real positiva (SPR) [53].

3.1.2 Lema de Kalman-Yakubovich

A relação entre a propriedade SPR (Strictly Positive Real) e uma realização de

estado foi proposta no Lema de Kalman-Yakubovich ou Lema de positividade real,

o qual diz o seguinte.

Lema 3.1 ([83]) Considere o sistema (3.2)-(3.3), onde (A,B) é controlável e (A,C)

é observável. O sistema é Estritamente Passivo (SP) e sua matriz de transferência

(3.4) é Estritamente Real Positiva (SPR) se e só se existem matrizes simétricas

definidas positivas P e Q (P = P T > 0 e Q = QT > 0) que satisfazem

ATP + PA = −Q, (3.5)

PB = CT . (3.6)

A relação (3.5) é a equação de Lyapunov, e mostra que o sistema é assintotica-

mente estável. A relação (3.6) revela que o produto CB é positivo definido simétrico

(PDS), o qual pode-se mostrar multiplicando ambos lados de (3.6) por BT obtendo

BTPB = BTCT = CB.

Assim, se o sistema tem grau relativo n∗ = 1, tem-se que

Kp = CB = BTCT > 0 (3.7)

onde a matriz Kp é a matriz de ganho de alta frequência.

A propriedade SPR tem um papel muito importante para garantir estabilidade

de sistemas com incertezas [84], e em controle adaptativo [85], [86].

3.1.3 Realimentação de sáıda

Considere a realimentação de sáıda K do sistema (3.2)-(3.3) apresentada na

Figura 3.1, onde o sinal de entrada u é dado por

26



Figura 3.1: Esquema de realimentação de sáıda.

u = v −Ky = v −KCx, (3.8)

com o qual a derivada do vetor de estados ẋ tem a forma

ẋ = Ax+B(v −KCx),

= (A−BKC)x+Bv.

Logo, a equação no espaço estado do sistema realimentado é dada por

ẋ = AKx+Bv , (3.9)

y = Cx , (3.10)

onde AK = A−BKC, e sua função de transferência T (s) é dada por

T (s) = C[sI − AK ]−1B.

Se o sistema (3.2)-(3.3) é SPR, i.e., satisfaz as relações (3.5)-(3.6), o sistema

realimentado (3.9)-(3.10) seguirá sendo SPR para qualquer ganho positivo definido

arbitrário.

Como uma realimentação de sáıda K afeta os pólos mas não os zeros do sistema,

segue que o novo sistema {AK , B, C} pode ser instável mas suas matrizes de entrada

B e sáıda C são as mesmas, e a relação CB > 0 se mantém. Os sistemas que

requerem uma realimentação de sáıda para serem estritamente reais positivos (SPR)

são chamados ASPR (Almost-SPR) [85], [86], [87], [88], [89].

Assim, o seguinte teorema foi formulado.

Teorema 3.1 (ASPR [87]) Qualquer sistema {A,B,C} estritamente proprio e

estritamente de fase mı́nima, onde A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m e C ∈ Rm×n, com a

função de transferência T (s) = C (sI − A)−1B, e com CB simétrica positiva defi-

nida pode tornar-se estritamente positivo real via realimentação de sáıda constante.

Foi indicado por Barkana em [87] que o teorema ASPR já estava dispońıvel na

literatura russa desde as publicações de Fradkov para sistemas SISO em [75] e para
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sistemas MIMO em [76], mas nesse tempo foi pouco conhecido e sua importância

não foi apreciada na literatura ocidental [77].

Algumas provas parciais baseadas em lugar de ráızes forem publicadas no con-

texto de sistemas SISO por Barkana em [90], e por Steinberg em [91], e as primeiras

provas do caso geral multivariável foram desenvolvidas por Owens et al. em [92]

usando lugar de ráızes multivariável e por Teixeira em [93] usando representações

de espaço-estado.

Provas baseadas em representações no espaço de estado que fornecem condições

necessárias e suficientes para que um sistema seja ASPR forem desenvolvidas por

Gu em [94] e por Huang et al. em [95].

Além disso, Huang et al. em [95] mostrou que se não existe uma matriz de reali-

mentação de sáıda constante K que torne a função de transferência T (s) SPR, então

não existe um controlador dinâmico com uma matriz de transferência adequada que

torne a função de transferência T (s) SPR.

Isto pode ser aplicado para desenvolver uma estratégia de controle que estabilize

e regule a sáıda para zero de qualquer planta com ordem arbitrária e desconhecida e

parâmetros incertos, assumindo a existência de uma matriz K∗, com a qual a função

de transferência T (s) seja SPR [53], [79], [85].

3.2 Mitigação da condição de simetria

A relação (3.5)-(3.6) do Lema de Kalman-Yakubovich tem sido muito útil para

aplicações de controle não linear, particularmente em controle com incertezas [84] e

controle adaptativo [85], onde os parâmetros da planta são desconhecidos [79].

Mas, a condição de simetria (3.6) de Kp não é genérica, é dificilmente satisfeita

por sistemas reais, e pequenas perturbações paramétricas podem destrúı-la. Assim,

condições que possibilitem que um sistema seja passivo, i.e., que passivem o sistema,

por meio de uma realimentação de estado ou de sáıda foram procuradas[77], [96],

[97], [98] [99].

Para estender o conceito de SPR, um conceito generalizado de passividade cha-

mado G-Passivity foi sugerido por Steinberg e Corless em [84], introduzido por

Fradkov em [77] e estendido para sistemas incertos por Peaucelle et al. em [78]

(passivação robusta), de acordo com as seguintes definições.

Definição 3.1 ([77]) O sistema (3.2)-(3.3) é chamado de G-passivo se existe uma

função escalar não negativa V (s) (função de armazenamento) tal que

V (x) ≤ V (x0) +

∫ t

0

u(t)TGy(t)dt,
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para qualquer solução do sistema (3.2)-(3.3) satisfazendo x(0) = x0, x(t) = x.

Definição 3.2 ([77]) O sistema (3.2)-(3.3) é chamado de estritamente G-passivo

se existe uma função escalar não negativa V (s) e uma função escalar µ(x) > 0 tal

que

V (x) ≤ V (x0) +

∫ t

0

[
u(t)TGy(t)− µ(x(t))

]
dt,

para qualquer solução do sistema (3.2)-(3.3) satisfazendo x(0) = x0, x(t) = x.

Estas definições forem aproveitadas por Barkana et al. em [79] e Liu et al. em

[53], e aplicadas para o controle adaptativo multivariável, explorando o conceito de

passividade associada com a condição WSPR, definida logo a seguir, em conjunto

com a condição WASPR (“W-almost SPR”), e alguns resultados básicos relacionados

com tais condições, onde W-Passivity é um nome distinto para G-Passivity.

Definição 3.3 (WSPR [53, 79]) Um sistema linear invariante no tempo com a

realização {A,B,C}, onde A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m, e C ∈ Rm×n é dito como sendo

W–Strictly-Passive (WSP) e sua função de transferência C(sI − A)−1B é dita W–

Strictly Positive Real (WSPR) (Fig. 3.2), se existirem matrizes simétricas e positivas

definidas P , Q, e W tal que

ATP + PA = −Q, (3.11)

PB = CTW. (3.12)

Figura 3.2: Sistema WSPR.

Em [53], observa-se que, ao contrário da condição SPR, a equação (3.12) não

requer mais a condição de simetria de CB, e sim a de W (CB). A matriz W não é

requerida para a lei de adaptação, mas sua existência deve ser garantida para provar

a estabilidade do sistema em malha fechada.

Lema 3.2 [53, 79] Dada uma matriz CB ∈Rm×m, então existe uma matriz W̄ =

W̄ T >0, W̄ ∈Rm×m tal que

W̄ (CB) = (CB)T W̄ > 0, (3.13)

se e somente se CB tem autovalores reais e positivos e sua forma de Jordan é

diagonal (PDJ).
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Prova: Como a matriz W̄ é positiva definida simétrica (PDS), i.e. W̄ = W̄ T >

0, existe uma matriz T ∈ Rm×m não singular tal que W̄ = T TT . Assim, de (3.13)

tem-se

T TT (CB) = (CB)TT TT > 0. (3.14)

Se pré-multiplicamos (3.14) por T−T e pós-multiplicamos por T−1, obtém-se

T−TT TT (CB)T−1 = T−T (CB)TT TTT−1,

→ T (CB)T−1 = T−T (CB)TT T ,

o qual é uma transformação de congruência, que preserva os sinais dos autovalores.

Assim, obtém-se as seguintes relações

T (CB)T−1 = T−T (CB)TT T = [T (CB)T−1]T > 0. (3.15)

Agora, de (3.15), a matriz T (CB)T−1 é similar a CB, e como T (CB)T−1 é simétrica,

os autovalores de ambas são reais e positivos e sua forma de Jordan é diagonal (PDJ).

Definição 3.4 (WASPR [53, 79]) Um sistema linear invariante no tempo com

realização {A,B,C}, é dito WASPR se pode ser tornado WSPR através de uma

realimentação estática de sáıda, i.e., se existe K ∈ Rm×m tal que C(sI − AK)−1B

seja WSPR, com AK = A−BKC.

Teorema 3.2 (Teorema WASPR [53]) Todo sistema estritamente próprio e de

fase mı́nima {A,B,C}, com A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m, C ∈ Rm×n e com a matriz de

função de transferência C(sI − A)−1B, pode ser tornado WSPR por meio de uma

realimentação de sáıda adequada, se e somente se Kp possuir autovalores reais e

positivos e sua forma de Jordan for diagonal (PDJ) (Fig. 3.3).

Figura 3.3: Sistema WASPR.

Assim, os conceitos de WSPR e WASPR serão aplicados no controle adaptativo

por modelo de referência (MRAC) MIMO para propor uma matriz de ganho de
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sáıda L que faz com que o sistema seja WSPR ou WASPR, i.e. que LKp possua

autovalores reais e positivos e sua forma de Jordan seja diagonal (PDJ), através de

uma fatoração LDU da matriz de ganho de alta frequência.
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Caṕıtulo 4

Controladores Adaptativos por

Modelo de Referência

O controle adaptativo por modelo de referência (MRAC) é uma estratégia de

controle adaptativo que tem como objetivo conseguir que o conjunto formado pela

planta G(s) de parâmetros desconhecidos e pela lei de controle de realimentação

rastreiem o comportamento de um modelo de referência WM(s), conseguindo que,

para o mesmo sinal de referência r, o sinal de sáıda da planta yp seja igual ao sinal

de sáıda do modelo yM . A lei de controle muda a dinâmica da planta G(s) para que

seu comportamento de entrada - sáıda (I/O) seja igual ao do modelo de referência

WM(s). A estrutura do MRAC é mostrada na Figura 4.1.

Figura 4.1: Estrutura do controle adaptativo por modelo de referência (MRAC).

O MRAC tem uma estrutura de controle similar a do controle por modelo de

referência (MRC), onde os parâmetros da planta G(s) são conhecidos e são usados

para calcular os parâmetros de controle θ que são necessários para a implementação

da lei de controle u. Como no MRAC os parâmetros da planta são desconhecidos,

os parâmetros de controle são estimados em tempo real mediante uma lei de adap-

tação que procura parâmetros que fazem com que o erro de rastreamento e convirja

assintoticamente para zero. É preciso ter conhecimento prévio da planta, mas não

todos os parâmetros, i.e., a quantidade de pólos e zeros, mas não sua localização.
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4.1 Definição do problema MIMO

Considere uma planta linear invariante no tempo (LTI) multivariável (MIMO)

descrita por

ẋp = Apxp +Bpu, (4.1)

yp = Cpxp, (4.2)

onde xp ∈ Rn é o estado, u ∈ Rm é a entrada, yp ∈ Rm é a sáıda. As matrizes Ap,

Bp and Hp são matrizes incertas constantes. Assume-se que todos os parâmetros

incertos pertencem a um conjunto compacto Υ conhecido, de forma que os limitantes

para as incertezas estejam dispońıveis para o projeto do controlador. O modelo

entrada-sáıda da planta é dado por

yp = G(s)u, G(s) = Cp(sI−Ap)−1Bp .

Assume-se que as seguintes hipóteses sobre o sistema são satisfeitas:

(A1) G(s) é de fase mı́nima e tem posto completo, i.e., os zeros de transmissão de

G(s) têm parte real negativa.

(A2) O ı́ndice de observabilidade ν de G(s), ou um limitante superior de ν, é

conhecido.

(A3) G(s) tem grau relativo uniforme igual a 1, i.e., lims→∞ sG(s) = Kp ou

det(CpBp) 6= 0, onde a matriz não singular Kp é referida como a matriz de

ganho de alta frequência (High Frequency Gain - HFG).

(A4) Os menores principais1 ĺıderes de Kp são não nulos.

A hipótese (A1) é uma consequência do objetivo de controle que é conseguir uma

lei de controle MRC que cancele os zeros da planta e os substitua com aqueles do

modelo de referência forçando que a matriz de transferência em malha fechada de r

para yP seja igual ao modelo WM . Estes cancelamentos devem ocorrer em C− [5],

[100].

A hipótese (A2) é necessária para o projeto dos filtros do sistema. Porém, pro-

jetar a lei de adaptação com um ı́ndice de observabilidade ν maior incrementaria a

ordem dos filtros e o número dos parâmetros adaptados [60], [100].

A hipótese (A3) restringe a classe de sistemas abordada nesta dissertação con-

siderando apenas sistemas com grau relativo uniforme e unitário. Embora, esta

1A definição dos menores principais é apresentada no Apêndice B.2.
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condição possa ser verificada em aplicações praticas tais como controle de helicópte-

ros [101] e fornos [102]. O caso em que o grau relativo é maior que 1 (det(CpBp) = 0)

é mais complexo [100].

A hipótese (A4) é a correspondente para o caso MIMO do conhecimento do sinal

do ganho de alta frequência Kp do caso SISO. Neste caso, é necessária para garantir a

existência de uma fatoração LDU de Kp que permitirá relaxar a condição de simetria

que requer que o sistema seja SPR.

O objetivo de controle é encontrar uma lei de controle u(t) tal que o erro de sáıda

e(t) = yp(t)− yM(t),

tenda para zero assintoticamente para condições iniciais arbitrárias, onde yM ∈ Rm

é a sáıda do modelo de referência

yM = WM(s) r , WM(s)=diag

{
1

s+a
, . . . ,

1

s+a

}
, (4.3)

onde a > 0 e r ∈ Rm é um sinal de referência arbitrário, limitado e cont́ınuo por

partes.

Quando a planta é conhecida, a lei de controle que assegura o casamento entre

a matriz de transferência do sistema em malha fechada e WM(s) é dada por

u∗ = Θ∗Tω, (4.4)

onde a matriz de parâmetros é escrita como

Θ∗ =
[
Θ∗Tu Θ∗Ty Θ∗T0 K∗TΘ

]T
, (4.5)

com Θ∗u,Θ
∗
y∈Rm(ν−1)×m,Θ∗0, K

∗
Θ∈Rm×m e o vetor regressor

ω = [ωTu ωTy yTp rT ]T , (4.6)

sendo que ωu e ωy ∈ Rm(ν−1), são obtidos dos filtros de entrada e sáıda dados por

ωu = F (s)u , ωy = F (s)yp , (4.7)

onde

F (s) = Ψ(s)Λ−1(s), Ψ(s) = [Isν−2 Isν−3 · · · Is I]T , Λ(s) = λ(s)I, (4.8)

sendo λ(s) um polinômio mônico Hurwitz de grau ν−1. As condições de casamento
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requerem que

K∗TΘ = K−1
p . (4.9)

A equação do erro xe pode ser obtida seguindo a abordagem usual para o SISO

MRAC [5, 103]. Considere a seguinte realização de (4.7)

ω̇u = Φωu + Γu, (4.10)

ω̇y = Φωy + Γyp, (4.11)

onde Γ ∈ Rm(ν−1)×m e Φ ∈ Rm(ν−1)×m(ν−1) com det(sI − Φ) = det(Λ(s)) = [λ(s)]m.

Substituindo (4.2) em (4.11), e com (4.1) e (4.10) pode-se formar um sistema equi-

valente da planta e dos filtros com dinâmica descrita por

ẋ = A0x+B0u, yp = C0x, (4.12)

onde o vetor de estado é dado por

x =

 xp

ωu

ωy


e as matrizes do sistema são dadas por

A0 =

 Ap 0 0

0 Φ 0

ΓCp 0 Φ

 , B0 =

Bp

Γ

0

 , C0 =
[
Cp 0 0

]
.

Notando que a matriz de parâmetros Θ∗ determinada em (4.5) e o vetor regressor

ω determinado em (4.6) podem ser escritos como

ω =

[
ωr

r

]
, Θ∗ =

[
Θ∗r

K∗Θ

]
,

onde ωr e Θ∗r são dados por

ωr =

 ωu

ωy

yp

 , Θ∗r =

 Θ∗u

Θ∗y

Θ∗0

 ,
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e, o vetor ωr pode ser reescrito como

ωr = ω0x =

 0 I 0

0 0 I

C0 0 0


 xp

ωu

ωy

 .
Assim tem-se que Θ∗Tω pode ser reescrito como

Θ∗Tω = Θ∗Tr ω0x+K∗TΘ r. (4.13)

Logo, somando e subtraindo B0u
∗ em (4.12) tem-se

ẋ = A0x+B0u+B0u
∗ −B0u

∗, (4.14)

e, substituindo (4.4) e (4.13) em (4.14) tem-se

ẋ = A0x+B0u+B0(Θ∗Tr ω0x+K∗TΘ r)−B0u
∗.

Agrupando os termos, obtém-se

ẋ = (A0 +B0Θ∗Tr ω0)x+B0(u− u∗) +B0K
∗T
Θ r,

substituindo (4.9), o sistema equivalente da planta e dos filtros pode ser escrito como

ẋ = Acx+BcKp[u− u∗] +Bcr,

yp = C0x,

onde Ac = A0 +B0Θ∗Tr ω0 e Bc = B0K
∗T
Θ = B0K

−1
p por (4.9).

Note que (Ac, Bc, C0) é uma realização não mı́nima de WM(s) e Ac é Hurwitz,

dado que o modelo de referência WM é BIBO estável.

O modelo de referência pode ser descrito por

ẋM = AcxM +Bcr,

yM = C0xM ,

então, a equação dinâmica do estado do erro (xe = x− xM) é dada por

ẋe = Acxe +BcKp[u− u∗], (4.15)

e = yp − yM = C0xe. (4.16)

Além disso, como {Ac, Bc, C0} é uma realização de WM(s), a equação do erro
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pode ser reescrita na forma de entrada-sáıda como

e = WM(s)Kp [u− u∗] .

Como a planta é incerta, a matriz de parâmetros Θ∗ é desconhecida. Assim, pode-se

considerar a seguinte parametrização de controle

u(t) = ΘT (t)ω(t),

onde o parâmetro Θ(t) é adaptado a fim de conseguir o objetivo de controle. Estra-

tégias para adaptar este parâmetro serão discutidas adiante.

4.2 Aplicação da passivação no MRAC MIMO

Os conceitos de passivação WSPR e WASPR, vistos no Caṕıtulo 3, podem ser

aplicados na equação do erro (4.15)-(4.16), para que torne-se passivo. Considere a

equação do erro modificado

ẋe = AKxe +BcKp[u− u∗] , (4.17)

eL = Le , (e = C0xe ), (4.18)

onde AK = Ac − BcKpKLC0 e K é um ganho de realimentação de sáıda está-

tica. O multiplicador passivador L é escolhido de modo que o sistema modificado

{AK , BcKp, LC0} satisfaça a condição PDJ do Teorema 3.2 e seja WASPR. Uma

forma de determinar L é a seguinte.

Assuma que os menores principais de Kp são distintos de zero. Em seguida,

considere a fatoração LDU de Kp = LpDpUp, onde Lp é triangular inferior unitária

, Dp é diagonal e Up é triangular superior unitária. Escolhendo a matriz diagonal

D0 com elementos diagonais positivos e distintos e utilizando as matrizes Lp e Dp

da fatoração LDU de Kp, a matriz multiplicadora triangular inferior

L = D0(LpDp)
−1,

pode ser obtida de tal forma que a matriz

K̄p = LKp = D0(LpDp)
−1(LpDp)Up = D0Up,

seja triangular superior com elementos diagonais e autovalores reais positivos e dis-

tintos. Assim, do Lema 1 existe uma matriz W tal que WLKp é SPD. Deste modo,
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é posśıvel concluir que o sistema do erro modificado

eL = WM(s)LKpũ, ũ = u− u∗,

é WSPR, uma vez que WM(s) = 1
s+a

I e LKp tem autovalores positivos e reais e sua

forma de Jordan é diagonal. Assim, é posśıvel fazer K = 0 e portanto AK = A neste

caso.

Comentário 4.1 Modelo de Referência Geral

É posśıvel considerar modelos de referência mais gerais WM , mas então WM(s)LKp

só poderia ser WASPR. Deste modo, alguma realimentação estática de sáıda −Ke =

−K(y − yM) deveria ser adicionada ao vetor de controle u de forma que a equação

do erro anterior torne-se WSPR. Como o ganho K é desconhecido, ele poderia ser

incorporado no vetor de parâmetros e o sinal yM deveria então ser incorporado ao

vetor regressor ω. Note que y já está presente no regressor ω.

4.3 Controle Adaptativo por Estrutura Variável

O controle a estrutura variável por modos deslizantes, ou simplesmente controle

por modos deslizantes é uma técnica muito eficiente para controlar sistemas incertos.

Consiste em aplicar uma lei de controle que chaveia entre sistemas com estruturas

diferentes criando uma “superf́ıcie de deslizamento” que mantém a dinâmica da tra-

jetória do sistema restrita a uma superf́ıcie, gerando um novo tipo de movimento

denominado modo deslizante. Quando o modo deslizante é alcançado o sistema

torna-se de um certo modo insenśıvel a incertezas e perturbações externas [104],

[105].

Uma abordagem do VSC para sistemas SISO MRAC usando somente medidas de

entrada e sáıda chamada Controle Adaptativo por Modelo de Referência a Estrutura

Variável (VS-MRAC) foi proposta por Hsu e Costa em [106] para plantas com grau

relativo n∗ = 1 e logo estendido para plantas com grau relativo arbitrário n∗ > 1 em

[45]. O VS-MRAC mantém as mesmas equações dinâmicas do MRAC mas muda a

implementação da lei de adaptação dos parâmetros.

O VS-MRAC apresenta propriedades de estabilidade exponencial global, capa-

cidade de rejeição de distúrbios e robustez a dinâmicas não modeladas [107], [108].

A diferença é que o MRAC usa uma lei de adaptação paramétrica enquanto o VS-

MRAC usa uma lei de controle de śıntese de sinal.

Controladores MRAC usando estrutura variável para sistemas multivariáveis fo-

ram propostos, como por exemplo, por Tao e Ioannou em [109] e por Chien e Fu em

[110], mas limitados a uma classe de plantas multivariáveis; por Edwards e Spurgeon

em [111], mas dependendo de observadores não lineares; e por Chien et al. em [112]
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para plantas incertas baseado na definição de grau relativo generalizado (GRD). Em

[113], Hsu et al. propuseram o controlador vetorial unitário adaptativo por modelo

de referência (UV-MRAC), e foi estendido para plantas com grau relativo arbitrário

por Peixoto et al. em [114].

A lei do controle vetorial unitário (UVC), originalmente proposta por Gutman

et al. em [116] e [117], é dada por

u = −%(x, t)
v(x)

‖v(x)‖
, (4.19)

onde x ∈ Rn é o vetor de estado, v(x) é uma função vetorial do estado (parcial)

do sistema e %(.) é a função de modulação do UVC [100]. A condição necessária

e suficiente para que o UVC garanta estabilidade global e convergência do erro de

rastreamento para zero é que a matriz do ganho de alta frequência Kp seja anti-

Hurwitz [118], [119].

O controle por Modo Deslizante (SMC) tem importantes desvantagens que limi-

tam sua aplicação pratica, como o chattering [24] ou sensibilidade ao ruido.

4.4 Método do fator de modificação σ

A lei do gradiente do MRAC convencional dada por

θ̇ = −γeLω,

pode apresentar falta de robustez e tornar-se instável na presença de perturbações

limitadas de pequena amplitude [120] e também na presença de dinâmicas não mo-

deladas [121], [122].

Existem diversas técnicas que garantem uma lei adaptativa robusta na presença

de distúrbios externos e/ou dinâmicas não-modeladas [123]. Dentre elas pode-se

destacar: o método de modificação-σ fixo [121], o da modificação-σ descontinuo [22]

e os métodos baseados em projeção paramétrica usados em [124] e [125].

4.4.1 Método da Modificação-σ Fixo

Este método foi proposto inicialmente em [121] e consiste em introduzir um fator

constante, denominado de fator σ, na lei de adaptação, da forma

θ̇ = −σθ − γeLω, (4.20)

onde σ > 0; ∀t ≥ 0. Com esta modificação na lei de adaptação, garante-se que todos

os sinais são limitados e que o erro de sáıda tende a um conjunto residual da ordem
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do distúrbio.

Um problema deste método é que mesmo quando o distúrbio deixa de atuar no

sistema e o sinal de referência possui persistência de excitação, o erro de sáıda não

converge para zero. Além disso, pode ocorrer o fenômeno conhecido como Bursting

[126], que resulta em surtos oscilatórios de grande amplitude e de curta duração

separados por intervalos de tempo de aparente estabilidade. Uma das maneiras de

evitar Bursting é garantir que os sinais do sistema sejam persistentemente excitados

ou através da utilização de uma zona-morta no erro de sáıda.

4.4.2 Método da Modificação-σ Descont́ınuo

No caso anterior, se os parâmetros estimados estiverem próximos dos valores

desejados, o termo com o fator σ da lei de adaptação (4.20) pode ser feito nulo.

Esta estratégia sugere um fator σ descont́ınuo da forma [121]:

σ=

{
0, se ‖θ‖ < Mθ,

σ0, se ‖θ‖ ≥Mθ,

onde σ0 > 0 e Mθ > 0 são parâmetros de projeto, onde a condição Mθ > ‖θ∗‖
deve ser assegurada. Neste método, como a lei de adaptação é descontinua, não se

garante a existência de solução para θ, além de existir a possibilidade de oscilações na

superf́ıcie ‖θ‖ = Mθ. Uma forma de resolver este problema é utilizar uma transição

cont́ınua para o fator σ, da forma

σ=


0, se ‖θ‖ < Mθ,

σ0(‖θ‖
Mθ
− 1), se Mθ ≤ ‖θ‖ ≤ 2Mθ,

σ0, se ‖θ‖ > 2Mθ,

Esta modificação na lei de adaptação, garante que todos os sinais são limitados

e que o erro de sáıda tende a um conjunto residual da ordem do distúrbio. Ao

contrário do método em que o fator σ é fixo, quando a perturbação deixar de atuar

o erro de sáıda converge para zero. Entretanto, um problema deste método é a

necessidade de se conhecer os parâmetros de projeto Mθ e σ0. O drift na condição

‖θ‖ < Mθ causado por distúrbios continua sendo uma posśıvel fraqueza do método.

4.5 Controle Adaptativo por Modelo de Referên-

cia Binário

O controle MRAC, baseado em adaptação de parâmetros (PA) por meio de uma

lei de adaptação de gradiente puro, sofre de falta de robustez e pode apresentar um
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transitório de adaptação insatisfatório [127].

Por outro lado, o MRAC a Estrutura Variável (VS-MRAC) proposto em [106],

baseado em śıntese de sinal, mostra propriedades de invariância, robustez e conver-

gência, mas requer frequência de chaveamento “infinita” do sinal de controle, fato

que dificulta sua implementação.

Tomando isto em consideração, em [1] foi proposto o controlador MRAC Binário

(B-MRAC), que atua como ponte entre o controlador MRAC e o controlador VS-

MRAC, combinando suas melhores caracteŕısticas, tais como bom comportamento

transitório, capacidade de rejeição de distúrbios, insensibilidade a variações de pa-

râmetros, robustez com respeito a dinâmicas não modeladas e um sinal de controle

cont́ınuo.

A teoria de Controle Binário, baseada no chamado Prinćıpio Binário, foi introdu-

zida por Emelyanov em [128]. Os algoritmos binários tem a importante caracteŕıstica

de que o controle gerado é cont́ınuo ou cont́ınuo por partes.

O B-MRAC consiste no MRAC convencional (lei de adaptação do gradiente) com

uma projeção paramétrica [129] combinada com um ganho de adaptação suficiente-

mente alto. A projeção paramétrica, representada por um fator de projeção σ, é a

projeção da lei do gradiente contrária ao sentido de θ, e tem por objetivo anular a

componente do gradiente (no sentido de θ) que faz com que o vetor de parâmetros

θ saia de uma bola finita de raio constante Mθ > ‖θ∗‖ (Fig. 4.2), onde θ∗ é o valor

de θ que consegue o controle ideal.

Figura 4.2: Resultado da ação da projeção da lei do gradiente contrária ao sentido
de θ.

A projeção P da lei do gradiente −γeLω contrária ao sentido de θ [130] é dada por

P = −θ
T (−γeLω)

θT θ
θ,

como o ganho de adaptação γ e o erro de rastreamento eL são escalares, tem-se

P = −
(
−γeLθTω
‖θ‖2

)
θ −→ σeq =

−γeLθTω
‖θ‖2

,

onde σeq é o fator de projeção que atua somente quando o vetor de parâmetros θ
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tenta sair da bola da raio Mθ.

Assim, quando θ esta na superf́ıcie da bola de raio Mθ, o fator σ faz com que

o gradiente seja projetado em um plano ortogonal tangente à bola, evitando que θ

saia da mesma.

É posśıvel mostrar que no limite, quando o ganho de adaptação γ tende para

infinito, o controle atua como um controle por modos deslizantes (SMC).

4.5.1 B-MRAC SISO

A estratégia do B-MRAC para sistemas SISO foi proposta para o caso n∗ = 1 em

[1], tem forma similar ao usado no MRAC mas com uma lei de adaptação distinta

que consiste em uma modificação σ da lei de adaptação do gradiente, dada por

θ̇ = −θσ − γeLω,

σ=

{
0, se ‖θ‖ < Mθ ou σeq < 0,

σeq, se ‖θ‖ ≥Mθ e σeq ≥ 0,

σeq =
−γθTωeL
‖θ‖2

,

onde γ é o ganho de adaptação e Mθ > ‖θ∗‖ é uma constante. Se ‖θ(0)‖≤Mθ, então

pode-se mostrar que ‖θ(t)‖≤Mθ,∀t≥0.

4.5.2 B-MRAC MIMO

A lei de adaptação B-MRAC foi proposta em [1] para sistemas SISO, onde os pa-

râmetros de adaptação são representados pelo vetor de parâmetros θ ∈ R2n (m = 1),

formado pelos parâmetros constantes θu, θy,∈ Rn−1 e θ0, k ∈ R. No caso MIMO, os

parâmetros são representados por uma matriz de parâmetros Θ ∈ RN×m (m > 1).

Desta forma, para estender o B-MRAC para o caso MIMO, numa forma mais

natural, ao invés de utilizar a matriz de parâmetros Θ, considera-se um vetor modi-

ficado ϑ, e no lugar do vetor regressor ω, utiliza-se uma matriz regressora modificada

Ω. A projeção de um vetor é uma operação mais natural do que a projeção de uma

matriz.

A matriz regressora modificada Ω ∈ RNm×m e o vetor de parâmetros modificados

ϑ ∈ RNm são dados por2

Ω = Im ⊗ ω =


ω

. . .

ω

 , ϑ = vec(Θ) =


θ1

...

θm

 , (4.21)

2A função vec e o produto de Kronecker são apresentados no Apêndice A.1.
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onde N é o número de parâmetros do vetor regressor ω e θi corresponde à i-ésima

coluna da matriz de parâmetros Θ, como foi definida em (4.5). A lei de adaptação

MIMO B-MRAC é dada por

ϑ̇ = −ϑσ − γΩeL, (4.22)

σ =

{
0, se ‖ϑ‖ < Mϑ ou σeq < 0,

σeq, se ‖ϑ‖ ≥Mϑ e σeq ≥ 0,
(4.23)

σeq =
−γϑTΩeL
‖ϑ‖2

, (4.24)

onde Mϑ > ‖ϑ∗‖. Como no caso SISO, se ‖ϑ(0)‖ ≤Mϑ, então segue que ‖ϑ(t)‖ ≤
Mϑ,∀t≥0. Daqui em adiante, assume-se que ‖ϑ(0)‖≤Mϑ. Além disso, note que a

lei de controle, previamente parametrizada em termos de Θ e ω pode ser reescrita

como

u(t) = ΘT (t)ω(t) = ΩT (t)ϑ(t). (4.25)

4.5.3 Conexão entre o B-MRAC e o Controle Vetorial Uni-

tário

O controle vetorial unitário (4.19) está relacionado com a estratégia B-MRAC

da seguinte forma. Considere a lei de adaptação (4.22), reescrita como

γ−1ϑ̇ = −ϑσ̃ − ΩeL, σ̃ = γ−1σeq,

onde σ̃ é um escalar e σeq é definido em (4.24). No limite, quando o ganho de

adaptação γ →∞ (γ−1 → 0), ϑ é a solução de ϑσ̃ + ΩeL = 0.

De (4.24), pode-se verificar que para ΩeL 6=0 a equação

ϑ

(
ϑTΩeL
M2

ϑ

)
=ΩeL,

deve ser satisfeita. Assim, ϑ é colinear com o vetor ΩeL, e portanto ϑ pode ser

expresso por

ϑ = −Mϑ
ΩeL
‖ΩeL‖

.

Notando que ‖ΩeL‖ = ‖ω‖‖eL‖, segue que

ϑ = −Mϑ
Ω

‖ω‖
eL
‖eL‖

, (4.26)

onde o sinal negativo é devido ao fato de que σ 6= 0, só se σeq > 0. Substituindo
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(4.26) em (4.25) e como ΩTΩ = ‖ω‖2, tem-se que

u = −Mϑ‖ω‖
eL
‖eL‖

, (4.27)

que é a lei do UVC com uma função de modulação % = Mϑ‖ω‖.

4.5.4 Análise de estabilidade do controlador B-MRAC

Em [2] foi demonstrado que no caso SISO o B-MRAC tem excelentes propriedades

de adaptação para ganhos de adaptação γ suficientemente grandes. Isto resulta do

fato que, se Mϑ > ‖ϑ∗‖, então ‖xe(t)‖2 tende exponencialmente rápido para um valor

residual de ordem O(γ−1). Um resultado posterior importante é que a estabilidade

global (uniforme) também pode ser garantida para o B-MRAC.

As propriedades de estabilidade e de convergência do MIMO B-MRAC são for-

malizadas no seguinte teorema.

Teorema 4.1 (Teorema de estabilidade do B-MRAC) Considere a planta

(4.1)-(4.2) e o modelo de referência (4.3). Suponha que as hipóteses (A1)-(A4)

sejam satisfeitas. Considere o sistema do erro (4.17)-(4.18) onde L é uma matriz

passivadora com lei de adaptação dada por (4.21)-(4.24) e com lei de controle de-

finida em (4.25). Assuma que ‖ϑ(0)‖ ≤ Mϑ sendo que a constante Mϑ > ‖ϑ∗‖.
Então,

(i) ‖ϑ(t)‖ ≤Mϑ ,∀t ≥ 0;

(ii) ‖xe(t)‖2 ≤ c1e
−λ1t‖xe(0)‖2 +O(γ−1) ,∀t ≥ 0 e algumas constantes positivas c1

e λ1;

(iii) O erro de rastreamento e(t) bem como o estado do erro xe(t) tendem assinto-

ticamente para zero.

Inicialmente, a prova foi feita considerando a matriz de parâmetros Θ e o vetor

regressor ω, como é mostrado no Apêndice C. Posteriormente, a prova foi feita

considerando o vetor de parâmetros modificado ϑ e a matriz regressora modificada

Ω, da seguinte forma.

Prova: A propriedade (i) é facilmente obtida considerando a função de Lya-

punov

2Vϑ = ϑTϑ = ‖ϑ‖2, (4.28)

a derivada temporal de (4.28) é dada por

2V̇ϑ = ϑ̇Tϑ+ ϑT ϑ̇, (4.29)
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e, substituindo (4.22) em (4.29) tem-se

2V̇ϑ = (−ϑσ − γΩeL)Tϑ+ ϑT (−ϑσ − γΩeL),

= −2σϑTϑ− γ(ΩeL)Tϑ− γϑTΩeL.

Pode-se notar que ϑTΩeL é escalar e, portanto, igual a sua transposta. De (4.24)

segue que

2V̇ϑ = −2σ‖ϑ‖2 + 2σeq‖ϑ‖2,

V̇ϑ = (σeq − σ)‖ϑ‖2 = 2(σeq − σ)Vϑ,

e (σeq − σ) ≤ 0 para ‖ϑ‖ ≥ Mϑ. Assim, o conjunto ‖ϑ‖ ≤ Mϑ é positivamente

invariante e portanto ϑ̃T ϑ̃ é uniformemente limitado por uma constante.

Considere a seguinte candidata a função de Lyapunov

V = xTe Pxe +
1

γ
ϑ̃TWN ϑ̃, (4.30)

onde WN ∈ RNm×Nm é positiva definida simétrica (WN = WN
T > 0), pode ser

reescrita como3

WN = W ⊗ IN ,

onde W ∈ Rm×m é positiva definida simétrica (W = W T > 0) e IN ∈ RN×N é a

matriz identidade.

A derivada temporal de (4.30) pode ser determinada da seguinte forma (para

simplificar o cálculo os termos são separados).

V = k1 + k2, k1 = xTe Pxe, k2 =
1

γ
ϑ̃TWN ϑ̃,

A derivada temporal de k1 é dada por

k̇1 = xTe Pẋe + ẋTe Pxe, (4.31)

pode-se substituir (4.17) e (4.25) em (4.31), tem-se

k̇1 = xTe P (AKxe +BcKpΩ
T ϑ̃) + (AKxe +BcKpΩ

T ϑ̃)TPxe, (4.32)

substituindo (4.17) e (4.18) em (3.12), obtém-se PBcKp = (LC0)TW . Logo substi-

tuindo em (4.32), tem-se

k̇1 = xTe (PAK + AK
TP )xe + eL

TWΩT ϑ̃+ ϑ̃TΩWeL, (4.33)

3As propriedades do produto de Kronecker são apresentadas no Apêndice A.1.
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substituindo (3.11) em (4.33), note que ϑ̃TΩWeL é escalar e igual a sua transposta,

tem-se que

k̇1 = −xeTQxe + 2ϑ̃TΩWeL. (4.34)

A derivada temporal de k2 é dada por

k̇2 =
1

γ

[
˙̃ϑTWN ϑ̃+ ϑ̃TWN

˙̃ϑ
]
. (4.35)

Como ϑ̃ = ϑ − ϑ∗, tem-se que ˙̃ϑ = ϑ̇ já que ϑ∗ tem valor constante. Assim,

substituindo (4.22) em (4.35) segue que

k̇2 =
1

γ

[
(−ϑσ − γΩeL)TWN ϑ̃+ ϑ̃TWN(−ϑσ − γΩeL)

]
,

= −σ
γ
ϑTWN ϑ̃− eLTΩTWN ϑ̃−

σ

γ
ϑ̃TWNϑ− ϑ̃TWNΩeL.

Pode-se notar que ϑTWN ϑ̃ e ϑ̃TWNΩeL são escalares e iguais a suas transpostas,

segue que

k̇2 = −2
σ

γ
ϑTWN ϑ̃− 2ϑ̃TWNΩeL, (4.36)

assim, somando (4.34) e (4.36) tem-se

V̇ = −xeTQxe + 2ϑ̃TΩWeL − 2
σ

γ
ϑTWN ϑ̃− 2ϑ̃TWNΩeL, (4.37)

pode-se mostrar que ΩW pode ser reescrita da seguinte forma4

ΩW = (Im ⊗ ω)(W ⊗ 1) = ImW ⊗ ω,

= WIm ⊗ INω = (W ⊗ IN)(Im ⊗ ω) = WNΩ,

deste modo pode-se simplificar (4.37), e assim a derivada temporal de V é dada por

V̇ = −xeTQxe − 2
σ

γ
ϑTWN ϑ̃,

Como a norma de ϑ é uniformemente limitada, tem-se

V ≤ xTe Pxe +O(γ−1).

Sendo O(γ−1) uma constante positiva da ordem de γ−1. Usando as desigualdades

4As propriedades do produto de Kronecker são apresentadas no Apêndice A.1.
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de Rayleigh-Ritz, tem-se

V −O
(
γ−1
)
≤ xTe Pxe ≤ λmax (P )xTe xe,

→ xTe xe ≥
[V −O (γ−1)]

λmax (P )
, (4.38)

V̇ −O
(
γ−1
)
≤ −xTeQxe ≤ −λmin (Q)xTe xe,

→ V̇ ≤ −λmin (Q)xTe xe +O
(
γ−1
)
, (4.39)

substituindo (4.38) em (4.39), tem-se

V̇ ≤ −λmin (Q)

λmax (P )

[
V −O

(
γ−1
)]

+O
(
γ−1
)
,

simplificando, obtém-se

V̇ ≤ −λ1

[
V −O(γ−1)

]
,

onde λ1 = λmin(Q)/λmax(P ) com os autovalores máximos e mı́nimos das matrizes

Q = QT > 0 e P = P T > 0 denotados por λmin(Q) e λmax(P ), respectivamente.

Isto implica a propriedade (ii) por um lema de comparação para desigualdades

diferenciais (ver Lema 3.4 de [83]).

De (4.23) e como ϑ̃=ϑ−ϑ∗ e Mϑ≥‖ϑ∗‖ por hipótese, pode ser mostrado que o

termo −2σ̃tr
[
ϑ̃WϑT

]
é não-positivo. Assim, segue que V̇ ≤ −xTeQxe ≤ 0.

Desta forma, usando o Lema de Barbalat5, é posśıvel mostrar que xe(t)→ 0 e

eL(t), e(t)→0 à medida que t→∞.

Isto mostra que o transitório de adaptação do controlador proposto é de fato ex-

ponencialmente convergente para um conjunto residual de ordem γ−1. Além disso,

pode ser argumentado que o controlador binário estabelece um ponte entre o con-

trole adaptativo e o controle por modo deslizante através do ganho de adaptação γ.

Portanto, tal ganho pode ser ajustado/sintonizado para obter o melhor de ambas es-

tratégias, mas evitando as desvantagens, e.g., chattering, mal transitório ou falta de

robustez (veja [131] para um análise de robustez obtida com projeção paramétrica).

Note que esse resultado não depende da riqueza de excitação como no sistema de

controle adaptativo tradicional.

5O Lema de Barbalat é apresentado no Apêndice A.2

47



4.6 Aplicação do Controle Adaptativo B-MRAC

Conforme visto anteriormente a estratégia de controle B-MRAC, proposta ori-

ginalmente para sistemas SISO, e estendida para sistemas MIMO, representa uma

ponte entre o controle adaptativo e o controle por modos deslizantes e permite in-

crementar o ganho de adaptação obtendo um melhor comportamento transitório e

robustez.

Além disso, foi visto que um sistema MIMO é passivo se sua matriz de ganho

de alta frequência é simétrica positiva definida (SPD), e que essa restrição pode

ser relaxada usando um multiplicador passivador L obtido pela fatoração LDU de

forma que LKp tenha autovalores reais positivos e sua forma de Jordan seja diagonal

(PDJ), fazendo com que o sistema seja WASPR.

Assim, a equação do erro equivalente e do caso MIMO pode ser passivada por

meio de uma realimentação L que faz com que a nova equação do erro eL seja

passiva, com a qual obtém-se uma lei de adaptação que assegura que o erro tenda

assintoticamente para zero.

Nesta seção a aplicação da combinação da estratégia MIMO B-MRAC com a

matriz multiplicadora L que passiva o sistema é ilustrada através de dois exemplos.

4.6.1 Exemplo de Projeto 1: Problema do Rastreamento

Visual

Considera-se o problema de servovisão adaptativo direto de manipuladores pla-

nares usando uma câmara fixa (planta) com um eixo óptico ortogonal ao espaço de

trabalho do robô quando a orientação da câmara é incerta com respeito às coorde-

nadas do espaço de trabalho do robô [53], [56], [57].

Figura 4.3: Representação esquemática do sistema câmara-robô.
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O objetivo é controlar o robô para conseguir que a imagem do efetuador consiga

rastrear a trajetória desejada no plano imagem. O diagrama de blocos de controle

é representado na Fig. 4.4.

A motivação para escolher este exemplo é que a matriz HFG é essencialmente

uma matriz de rotação, que não é simétrica a exceção dos casos triviais. Além disso,

os autovalores da matriz HFG são complexos (quando a orientação da câmara é

φ 6= 0◦), necessitando, assim, um multiplicador de passivação para obter a condição

WSPR.

Figura 4.4: Problema de rastreamento visual adaptativo.

O problema de controle cartesiano nas coordenadas da imagem da câmara é

descrito por:

ẋc = Kpu, Kp =

[
cos(φ) − sin(φ)

sin(φ) cos(φ)

]
,

onde xc ∈ R2 representa as coordenadas do efetuador final no plano imagem, u ∈ R2 é

a lei de controle cartesiana do robô e Kp ∈ R2×2 é a matriz de rotação que representa

a relação entre o espaço imagem e o espaço de trabalho do robô (um fator de escala

unitário é assumido).

A trajetória desejada no plano imagem é gerada pelo modelo de referência espe-

cificado por

ẋm = −λxm + λr(t),

onde a constante λ é positiva e r(t) ∈ R2 é um sinal de referência arbitrário, cont́ınuo

por partes e limitado.

Então, o objetivo é achar uma lei de controle u tal que o erro de rastreamento

e = xc − xm, tenda assintoticamente para zero para condições iniciais arbitrárias.

A equação do erro de rastreamento é dada por

ė = −λe+Kpu− λω.

A lei de controle ideal que assegura o casamento entre o modelo e o sistema em
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malha fechada é dada por u∗ = Θ∗Tω, onde Θ∗T = λKp
−1 e ω = r(t)− xc.

Determinação da matriz passivadora L

Para tornar o sistema do erro WASPR é necessário achar uma matriz L constante

tal que os autovalores de LKp sejam PDJ em um intervalo aberto de incerteza de

φ. Para esta finalidade, adota-se o procedimento proposto em [53].

A decomposição LDU de Kp é dada por

Kp =

[
c −s
s c

]
=

[
1 0

s/c 1

][
c 0

0 1/c

][
1 −s/c
0 1

]
,

onde c = cos(φ), s = sin(φ) e

Lp =

[
1 0

s/c 1

]
, Dp =

[
c 0

0 1/c

]
.

Definindo

D0 =

[
α 0

0 β

]
,

e substituindo em L = D0(LpDp)
−1, tem-se

L =

[
α/c 0

−βs βc

]
.

Pode-se avaliar L para alguns valores nominais de φ, fixando β = 1 e permitindo

que o parâmetro α possa variar livremente. A tabela apresentada em [53] mostra as

faixas de valores do ângulo φ para as quais a condição WASPR é preservada (LKp

tem autovalores reais positivos e é diagonalizável) com L calculado usando o valor

nominal φ = φnom.

α (β = 1) φnom = 0 φnom = 45◦

α = 2 −18◦ < φ < 19◦ −27◦ < φ < 49◦

α = 5 −41◦ < φ < 41◦ −48◦ < φ < 60.1◦

α = 20 −64◦ < φ < 64◦ −71◦ < φ < 73◦

Tabela 1: Domı́nios de incerteza de φ para preservar a condição WASPR.

Simulações

Para realizar as simulações, considera-se que o ângulo de orientação da câmara

é φ = −30◦, de forma que os autovalores da matriz de ganho de alta frequência Kp
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sejam {0.86± 0.5i} e as seguintes condições iniciais xc(0) =
[
5 5

]T
.

O modelo e o sinal de referência são escolhidos como λ = 1 e

r(t) =

[
10 sin(3t)

10 sin(0.5t)

]

Note que este sinal de referência é suficientemente rico para garantir a convergência

paramétrica.

Para o projeto do controlador utiliza-se o seguinte valor nominal para o ângulo da

câmera φnom = 45◦, e as constantes α = 5 e β = 1, para obter a matriz passivadora

L. Para φ = −30◦, os autovalores de LKp são {5.46; 0.91} e a condição WASPR

é satisfeita, i.e. LKp tem forma de Jordan diagonal e autovalores reais e positivos.

Na lei de adaptação do B-MRAC escolhe-se Mϑ = 3, que é um limitante superior

da norma do vetor de parâmetros modificado ideais (‖ϑ∗‖ =
√

2).

Resultados com a estratégia MRAC convencional

Quando o ganho de adaptação é (γ = 5) e o multiplicador passivador L não é

aplicado, o MRAC não é capaz de garantir a convergência do erro de rastreamento

para zero e nem a convergência dos parâmetros adaptativos (Fig. 4.5).

No entanto, quando L é aplicado a convergência do erro e dos parâmetros é

obtida apesar do mal comportamento no transitório. Além disso, conforme pode

ser observado na Figura 4.6 o sinal de controle u apresenta picos e um desempenho

transitório insatisfatório.
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Figura 4.5: Controle MRAC sem passivação e γ = 5: (a) Erros de rastreamento eL;
(b) Sinais de controle da planta u; (c) Parâmetros adaptados Θ.

Figura 4.6: Controle MRAC com passivação e γ = 5: (a) Erros de rastreamento eL;
(b) Sinais de controle da planta u; (c) Parâmetros adaptados Θ.
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Resultados com a estratégia B-MRAC

Quando a matriz passivadora L não é aplicada, o B-MRAC também não é capaz

de garantir rastreamento assintótico e convergência paramétrica. Entretanto, com-

parado com o MRAC convencional os erros de rastreamento são menores. O sinal

de controle apresenta grandes oscilações mesmo em estado estacionário (Fig. 4.7).

Mas quando L é aplicada, uma diferença notável de desempenho é observada:

o B-MRAC consegue garantir a convergência dos parâmetros em um tempo muito

menor (Fig. 4.8) do que o tempo necessário para o MRAC convencional com passi-

vação, além disso o B-MRAC obtém erros de rastreamento menores no transitório e

com uma convergência mais rápida para zero.

Utilizando um ganho de adaptação maior (γ = 20) é posśıvel reduzir os erros

de rastreamento e o overshoot inicial, mas a convergência paramétrica torna-se mais

lenta e o sinal de controle apresenta um chattering maior (Fig. 4.9). Pode-se notar

que os parâmetros requerem um tempo de simulação maior (t ≈ 100s) para convergir

(Fig. 4.10).

Figura 4.7: Controle B-MRAC sem passivação e γ = 5: (a) Erros de rastreamento eL;
(b) Sinais de controle da planta u; (c) Parâmetros adaptados Θ.

Comparação dos resultados entre UVC e B-MRAC

Para ilustrar a conexão entre o UVC e o B-MRAC discutida na Seção (4.5.3),

a lei do UVC apresentada em (4.27) é implementada, e em seguida os resultados
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Figura 4.8: Controle B-MRAC com passivação e γ = 5: (a) Erros de rastrea-
mento eL; (b) Sinais de controle da planta u; (c) Parâmetros adaptados Θ.

Figura 4.9: Controle B-MRAC com passivação e γ = 20: (a) Erros de rastrea-
mento eL; (b) Sinais de controle da planta u; (c) Parâmetros adaptados Θ.

54



Figura 4.10: Controle B-MRAC com passivação e γ = 20 (escala de tempo ate
convergência de parâmetros): (a) Erros de rastreamento eL; (b) Sinais de con-
trole da planta u; (c) Parâmetros adaptados Θ.

obtidos são comparados com os do B-MRAC utilizando um ganho de adaptação

γ = 100. Inicialmente, a passivação não é utilizada em ambos os casos.

Observando as Figuras 4.11 e 4.12, pode-se verificar que ambas estratégias apre-

sentam resultados similares, como era esperado. Entretanto, o chattering de controle

é significativo. Por outro lado, quando um multiplicador passivador é usado a tran-

sição do B-MRAC para o UVC é mais suave, uma vez que o chattering de controle

tende a ser muito menor (compare a Fig. 4.12 com a Fig. 4.13), mesmo para ganhos

de adaptação grandes. Pode-se notar que os parâmetros requerem um tempo de

simulação maior (t ≈ 1000s) para convergir (Fig. 4.14).

Isto ilustra a diferença entre as duas condições sobre Kp para o MIMO B-MRAC

(LKp é diagonalizável e possui autovalores reais e positivos) e para o UVC (Kp

possui autovalores com parte real positiva). No limite quando γ →∞, o B-MRAC

tende a se comportar como o UVC, com ou sem passivação. No entanto, à medida

que o ganho γ é aumentado, o chattering do sinal de controle pode ser reduzido

utilizando o multiplicador passivador L.

55



Figura 4.11: Controle UVC sem passivação: (a) Erros de rastreamento eL; (b) Si-
nais de controle da planta u.

Figura 4.12: Controle B-MRAC sem passivação e γ = 100: (a) Erros de rastrea-
mento eL; (b) Sinais de controle da planta u; (c) Parâmetros adaptados Θ.
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Figura 4.13: Controle B-MRAC com passivação e γ = 100: (a) Erros de rastrea-
mento eL; (b) Sinais de controle da planta u; (c) Parâmetros adaptados Θ.

Figura 4.14: Controle B-MRAC com passivação e γ = 100 (escala de tempo ate
convergência de parâmetros): (a) Erros de rastreamento eL; (b) Sinais de con-
trole da planta u; (c) Parâmetros adaptados Θ.
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Comparação com um sistema de rastreamento visual com regressor dis-

tinto

No artigo [53] de Hsu et al., foi considerado também um sistema de rastreamento

visual. Aquele sistema tinha como única diferença o vetor regressor. No sistema

desta dissertação, o regressor é dado por ω = r(t) − xc, de outro lado, o regressor

do sistema do artigo de Liu et al. [53] é dado por ω = r(t).

O comportamento daquele sistema com e sem passivação ou projeção foi similar

ao desta dissertação, mas com a importante diferença de que sem passivação e sem

projeção o sistema instabiliza (Fig. 4.15).

Figura 4.15: Erros de rastreamento com ω = r(t): (a) MRAC sem passivação; (b) B-
MRAC sem passivação; (c) MRAC com passivação; (d) B-MRAC com Passivação.

Além disso, foi notado que um ganho de adaptação γ menor consegue controlar

ambos sistemas sem requerer passivação. Para mostrar isso, foi feita uma simulação

de ambos casos com um ganho de adaptação de γ = 0.1 (Fig. 4.16).

Figura 4.16: Rastreamento visual com MRAC sem passivação e γ = 0.1: (a) Er-
ros de rastreamento com ω = r(t)−xc; (b) Sinais de controle da planta ω = r(t)−xc;
(c) Erros de rastreamento com ω = r(t); (d) Sinais de controle da planta ω = r(t).
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4.6.2 Exemplo de Projeto 2: Problema de uma planta

MIMO

Considere a planta G(s) dada por

G(s) =

[
2
s−1

1
s+4

−3
s+3

4
s+2

]

a qual deve seguir o modelo de referência WM(s), dado por

WM(s) =

[
1
s+3

0

0 1
s+4

]

Uma realização {A,B,C} no espaço de estado do sistema pode ser obtida

ẋ(t) =


1 0 0 0

0 −2 0 0

0 0 −3 0

0 0 0 −4

x(t) +


2 0

0 4

−3 0

0 1

u(t),

y(t) =

[
1 0 0 1

0 1 1 0

]
x(t).

Pode-se verificar a hipótese (A1) usando a matriz de Rosenbrock (2.13), tem-se

Ro(s) =

[
sI − A −B
C 0

]
=



s− 1 0 0 0 −2 0

0 s+ 2 0 0 0 4

0 0 s+ 3 0 −3 0

0 0 0 s+ 4 0 1

1 0 0 1 0 0

0 1 1 0 0 0


det (Ro(s)) = 11s2 + 59s+ 900 = 0

Assim, a planta tem zeros estáveis (com parte real negativa) em −2.68± 0.99i

Para satisfazer a hipótese (A2) e poder projetar os filtros, pode-se procurar o

ı́ndice de observabilidade ν com a equação (2.14), tem-se

posto
[
CT ATCT

]
= posto


1 0 1 0

0 1 0 −2

0 1 0 −3

1 0 −4 0

 = 4
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Assim, o ı́ndice de observabilidade é ν = 2. Escolhendo λ(s) = s + 5, pode-se

aplicar a equação (4.8). Assim os filtros do sistema estão dados por

F (s) =

[
5
s+5

0

0 5
s+5

]
,

A hipótese (A3) pode ser verificada determinando se det(CB) 6= 0, tem se

Kp = CB =


2 0

0 4

−3 0

0 1


[

1 0 0 1

0 1 1 0

]
=

[
2 1

−3 4

]
,

det(CB) = det

[
2 1

−3 4

]
= 11 6= 0

Para verificar o cumprimento da hipótese (A4), pode-se calcular os menores

principais ĺıderes m1 e m2 do ganho de alta frequência Kp, tem-se

m1 = det[2] = 2 6= 0, m2 = det

[
2 1

−3 4

]
= 11 6= 0,

assim, verifica-se que os menores principais ĺıderes são não nulos.

Determinação da matriz passivadora L

Da mesma forma como foi feito no exemplo anterior, uma matriz L constante

tal que LKp tenha autovalores reais positivos, tornando o sistema do erro WASRP,

será procurada.

A decomposição LDU de uma matriz (2× 2) é dada por[
a b

c d

]
=

[
1 0
c
a

1

][
a 0

0 ad−cb
a

][
1 b

a

0 1

]

Assim, a decomposição LDU de Kp é dada por

Kp = LpDpUp =

[
1 0

−1.5 1

][
2 0

0 5.5

][
1 −0.5

0 1

]
.

Definindo

D0 =

[
1 0

0 2

]
,
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e substituindo em L = D0(LpDp)
−1, tem-se

L =

[
0.5 0

0.55 0.36

]
.

Simulações

Calculando a matriz de parâmetros ideais Θ∗, pode-se determinar um valor para

a constante Mϑ. A matriz de parâmetros ideais Θ∗ pode ser encontrada por meio

da equação (D.13) do Apêndice D, sendo dada por

Θ∗ =

[
17
55

16
55

24
55

−6
55

−20
11

4
11

4
11

−1
11

−12
55

34
55

18
55

12
55

−15
11

−8
11

3
11

2
11

]T
. (4.40)

Então, de (4.40) determina-se a norma do vetor de parâmetros modificado ‖ϑ∗‖ =

2.65, e assim, escolhe-se Mϑ = 5 para as simulações.

Escolhe-se um ganho de adaptação γ = 10 e a condição inicial do vetor de estados

da planta xini =
[

5 5 5 5
]T

para todas as simulações. O sinal de referência

escolhido é

r =

[
sin 10t+ 4(cos 3t+ cos 7t)

3 cos 10t+ 2(sin 4t+ sin 8t)

]

Simulação com MRAC

Quando a passivação não é aplicada, o erro se mantém dentro de uma faixa

de (−0.4, 0.8), e os parâmetros não convergem no tempo da simulação (Fig. 4.17 e

Fig. 4.18).

Após aplicar a matriz passivadora L, o esquema de controle tem um desempenho

melhor e consegue estimar parâmetros de adaptação, mais próximos dos ideais, em

um tempo menor (Fig. 4.19 e Fig. 4.20).

Simulação com B-MRAC

Quando o sistema é passivado, o B-MRAC consegue adaptar parâmetros de con-

trole mais próximos dos ideais (Fig. 4.21 e Fig. 4.22). Mas, a maior vantagem em

comparação com o controle MRAC clássico é que pode-se usar um ganho de adap-

tação maior e conseguir convergência mais rápida do erro de rastreamento que o

MRAC sem que os parâmetros se afastem muito dos ideais (Fig. 4.23 e Fig. 4.24).

61



Figura 4.17: Controle MRAC sem passivação e γ = 10:
(a) Erros de rastreamento (eL); (b) Norma do vetor de parâmetros modificado ‖ϑ‖.

Figura 4.18: Parâmetros de adaptação do MRAC sem passivação e γ = 10:
(a) Θ̃u = Θu - Θ∗u; (b) Θ̃y = Θy-Θ

∗
y; (c) Θ̃0 = Θ0-Θ∗0; (d) K̃Θ = KΘ-K∗Θ.
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Figura 4.19: Controle MRAC com passivação e γ = 10:
(a) Erros de rastreamento (eL); (b) Norma do vetor de parâmetros modificado ‖ϑ‖.

Figura 4.20: Parâmetros de adaptação do MRAC com passivação e γ = 10:
(a) Θ̃u = Θu - Θ∗u; (b) Θ̃y = Θy-Θ

∗
y; (c) Θ̃0 = Θ0-Θ∗0; (d) K̃Θ = KΘ-K∗Θ.
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Figura 4.21: Controle B-MRAC com passivação e γ = 10:
(a) Erros de rastreamento (eL); (b) Norma do vetor de parâmetros modificado ‖ϑ‖.

Figura 4.22: Parâmetros de adaptação do B-MRAC com passivação e γ = 10:
(a) Θ̃u = Θu - Θ∗u; (b) Θ̃y = Θy-Θ

∗
y; (c) Θ̃0 = Θ0-Θ∗0; (d) K̃Θ = KΘ-K∗Θ.
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Figura 4.23: Controle B-MRAC com passivação e γ = 100:
(a) Erros de rastreamento (eL); (b) Norma do vetor de parâmetros modificado ‖ϑ‖.

Figura 4.24: Parâmetros de adaptação do B-MRAC com passivação e γ = 100:
(a) Θ̃u = Θu - Θ∗u; (b) Θ̃y = Θy-Θ

∗
y; (c) Θ̃0 = Θ0-Θ∗0; (d) K̃Θ = KΘ-K∗Θ.
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Caṕıtulo 5

Conclusões e Trabalhos Futuros

5.1 Conclusões gerais

Nesta dissertação, o controlador B-MRAC foi estendido para sistemas MIMO

usando os conceitos de passividade generalizada WSPR e WASPR. Um multiplicador

passivador foi usado para assegurar que o sistema do erro seja WASPR, permitindo,

assim, a prova de estabilidade e de convergência assintótica do erro de rastreamento

do B-MRAC multivariável.

Os resultados de simulação confirmam que a utilização do multiplicador passiva-

dor melhora significativamente o desempenho do esquema de controle proposto.

Mostrou-se também que à medida que o ganho de adaptação é aumentado, o

B-MRAC tende a se comportar como o Controle Vetorial Unitário (UVC). O B-

MRAC permite melhorar o desempenho do MRAC convencional ajustando o ganho

de adaptação, e a maior vantagem com respeito ao UVC é possuir um sinal de

controle cont́ınuo.

No limite, à medida que o ganho aumenta, as conhecidas vantagens do con-

trole por modos deslizantes são conseguidas, i.e., bom comportamento transitório e

robustez.

Entretanto, fica claro a partir dos resultados de simulação que o chattering de

controle pode ser significativamente reduzido se a passivação for introduzida por meio

de um multiplicador passivador. Desta forma, é posśıvel conseguir uma transição

suave do controle adaptativo para o controle por modos deslizantes.

Finalmente, cabe observar que seria posśıvel mostrar a convergência paramétrica

usando argumentos de riqueza de sinal, como feito nos trabalhos originais de B-

MRAC para sistemas SISO.
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5.2 Propostas para Trabalhos futuros

Com o objetivo de incentivar a pesquisa nos temas abordados neste trabalho,

seguem algumas propostas que podem ser desenvolvidas no futuro

• A implementação da estratégia de controle B-MRAC para sistemas discretos,

monovariáveis e multivariáveis.

• Estender o controle B-MRAC multivariável para sistemas com grau relativo

vetorial arbitrário e não uniforme.

• Estender o controle B-MRAC para sistemas de m estradas e p sáıdas.

• Estudar o comportamento do B-MRAC multivariável frente a dinâmicas não

modeladas, perturbações externas e atrasos.

Foi interessante notar que o sistema de rastreamento visual com ganho de adapta-

ção γ = 5 sem passivação e sem projeção não estabilizou (Fig. 4.5), mas também não

instabilizou como o sistema de rastreamento visual apresentado em [53] (Fig. 4.15),

onde a única diferença foi o regressor ω.

Por outro lado, com um ganho menor (γ = 0.1) aplicado ao sistema de rastre-

amento visual sem usar passivação nem projeção, o B-MRAC consegue fazer com

que o erro tenda para zero (Fig. 4.16), porém mais lentamente quando comparado

com o sistema passivado e com projeção.

Um sistema de rastreamento visual similar foi abordado em [53], onde o regressor

era somente o sinal de referência ω = r(t). Nesse caso foi verificada instabilidade

quando o sistema não foi passivado.

Diante desses resultados seria interessante pesquisar o seguinte tópico.

• Analisar as condições que levam ou não à instabilidade quando a condição de

WSRP não é satisfeita.
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Apêndice A

Conceitos Básicos

A.1 Traço, Função Vec e Produto de Kronecker

Seja uma matriz A ∈ Rm×m, onde seus elementos são dados por aij. O traço de

A, denotado por tr(A), é a soma dos elementos da diagonal de A [132], tal que

tr(A) = a11 + a22 + . . .+ ann = Σn
i=1aii.

e algumas de suas propriedades são

• tr(kA) = ktr(A) onde k um escalar,

• d
dt

tr(A) = tr( d
dt
A),

• tr(CD) = tr(DC) onde C ∈ Rm×n e D ∈ Rn×m.

• tr(xyT ) = yTx onde x, y ∈ Rm.

• tr(A+B) = tr(A) + tr(B) onde B ∈ Rm×m

• tr(A) = tr(AT )

Seja uma matriz C ∈ Rm×n onde c1, c2, . . . cn são seus vetores coluna. A função

vec ou função “pack”, denotada por vec(C) ∈ Rmn×1, é um operador que transforma

a matriz C em um vetor ao empilhar as colunas de C uma embaixo da outra, assim

Se C =
[
c1 c2 . . . cn

]
, então vec(C) =


c1

c2

...

cn

 .
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Seja C ∈ Rm×n e E ∈ Rp×q uma matriz p× q, o produto de Kronecker, denotado

por C ⊗ E [133], é a matriz mp× nq definida por

C ⊗ E =


c11E . . . c1nE

...
. . .

...

cm1E . . . cmnE

 ,
onde cij é o elemento da matriz C da linha i e da coluna j, e algumas de suas

propriedades são

• (kC)⊗ (gE) = kg(C⊗E) = (kgC)⊗E = C⊗ (kgE) onde k e g são escalares,

• (A⊗B)T = AT ⊗BT , (A⊗B)−1 = A−1 ⊗B−1,

• (E ⊗ F )(G⊗H) = EG⊗ FH se EG e FH existem.

A.2 Lema de Barbalat

Seja φ : R→ R uma função uniformemente cont́ınua no intervalo [0,∞). Supo-

nha que limt→∞
∫ t

0
φ(τ)dτ existe e é finito. Então, φ(t)→ 0 à medida que t→∞.
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Apêndice B

Definições complementares

Definição B.1 (Menores de uma matriz.) Dada uma matriz A ∈ Rn×m com

elementos aij, um menor de A é o determinante de uma submatriz formada por

seus elementos da seguinte forma. Sejam K = {k1, k2, . . . , kp} e L = {l1, l2, . . . , lp}
subconjuntos de {1, 2, . . . , n} e {1, 2, . . . ,m}, respectivamente. Os ı́ndices são esco-

lhidos de forma que k1 < k2 < . . . < kp e l1 < l2 < . . . < lp. O menor de ordem p

definido por K e L é o seguinte determinante

[A]KL =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ak1l1 ak1l2 . . . ak1lp

ak2l1 ak2l2 . . . ak2lp
...

...
. . .

...

akpl1 akpl2 . . . akplp

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Se p é maior que m ou n, então o menor é zero. Quando p = m = n, o menor é

simplesmente o determinante da matriz A. Se K = L, então o menor é chamado

principal.

Definição B.2 (Menores principais e ĺıderes principais de uma matriz.)

O menor de ordem k de uma matriz A é principal se é obtido ao se retirar as n− k
linhas e n− k colunas com os mesmos números. O menor principal ĺıder de ordem

k de A é o menor de ordem k obtido ao retirar as ultimas n− k linhas e colunas.

Definição B.3 (Polinômios invariantes.) Seja uma matriz polinomial M(s)

com posto r, onde ∆j(s) é o máximo divisor comum dos menores de ordem j de

M(s). Os polinômios invariantes de M(s) são dados por

σ1(s) =
∆1(s)

∆0(s)
σ2(s) =

∆2(s)

∆1(s)
, . . . , σr(s) =

∆r(s)

∆r−1(s)
,

onde por convenção ∆0(s) = 1.
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Definição B.4 (Matriz unimodular.) Uma matriz polinomial quadrada U(s) é

chamada de unimodular se seu determinante (detU(s)) é não nulo e independente de

s. As matrizes unimodulares são sempre invert́ıveis (não singulares), suas inversas

são também polinomiais e unimodulares e o produto delas também é unimodular.

Definição B.5 (Matrizes polinomiais equivalentes.) As matrizes polinomiais

M(s) e N(s) ambas com q linhas e p colunas são equivalentes se e somente se

apresentarem os mesmos polinômios invariantes. Assim mesmo. Sejam E(s) e

D(s) matrizes unimodulares, pode-se dizer que

M(s) = E(s)N(s)D(s).
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Apêndice C

Prova alternativa de estabilidade

B-MRAC

Para desenvolver a análise de estabilidade considerando a matriz de parâmetros

Θ e o vetor regressor ω, a lei de adaptação proposta pode ser reescrita como

Θ̇ = −σΘ− γωeLT , (C.1)

σ=

0, se ‖Θ‖F < Mϑ ouσeq < 0,

σeq, se ‖Θ‖F ≥Mϑ e σeq ≥ 0,
(C.2)

σeq=
−γeLTΘTω

‖Θ‖2
F

,

onde ‖.‖F representa a norma de Frobenius, i.e., ‖Θ‖F =
√

tr [ΘTΘ]=
√
ϑTϑ=‖ϑ‖ e

Mϑ > ‖Θ∗‖F .

A propriedade (i) é obtida da mesma forma que na prova original.

Assim, o conjunto ‖ϑ‖≤Mϑ é positivamente invariante e portanto Θ̃T Θ̃ é uni-

formemente limitado por uma constante.

Usando a fatoração W = STS, S ∈ Rm×m não singular, a seguinte função de

Lyapunov candidata pode ser considerada

V = xTe Pxe + tr

[
1

γ
SΘ̃T Θ̃ST

]
. (C.3)

A derivada temporal de (C.3) pode ser determinada da seguinte forma, os termos

são analisados separadamente para simplificar o cálculo

V = k1 + k2, k1 = xTe Pxe, k2 = tr

[
1

γ
SΘ̃T Θ̃ST

]
,

Seguindo um desenvolvimento similar ao feito na prova original, pode-se determinar
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que a derivada temporal de k1 é dada por

k̇1 = −xeTQxe + 2ωT Θ̃WeL, (C.4)

A derivada temporal de k2 é dada por1

k̇2 = tr

[
1

γ
S ˙̃ΘT Θ̃ST

]
+ tr

[
1

γ
SΘ̃T ˙̃ΘST

]
, (C.5)

pode-se substituir (C.1) em (C.5), e como Θ̃ = Θ−Θ∗, segue que

k̇2 = −tr

[
σ

γ
SΘT Θ̃ST

]
− tr

[
σ

γ
SΘ̃TΘST

]
− tr

[
SeLω

T Θ̃ST
]
− tr

[
SΘ̃TωeL

TST
]
,

tem-se que Θ̃TΘ =
(

ΘT Θ̃
)T

e que Θ̃TωeL
T =

(
eLω

T Θ̃
)T

assim aplicando-se as

propriedades SATST =
(
SAST

)T
e tr(A) = tr

(
AT
)
, segue que

k̇2 = −2
σ

γ
tr
[
SΘT Θ̃ST

]
− 2tr

[
SΘ̃TωeL

TST
]
, (C.6)

assim, somando (C.4) e (C.5), tem-se

V̇ = −xTeQxe + 2eL
TSTSΘ̃Tω − 2

σ

γ
tr
[
SΘT Θ̃ST

]
− 2tr

[
SΘ̃TωeL

TST
]
.

Como tr
(
xyT

)
= yTx, onde x, y ∈ Rn, pode-se verificar que

2eL
TW Θ̃Tω = 2eL

TSTSΘ̃Tω = 2tr
[
SΘ̃TωeL

TST
]
,

portanto, depois de simplificar, tem-se que

V̇ = −xTeQxe − 2
σ

γ
tr
[
Θ̃WΘT

]
.

Como a norma de ϑ é uniformemente limitada,

V = xTe Pxe +O
(
γ−1
)
.

Agora, pode-se concluir que

V̇ ≤ −λ1

[
V −O

(
γ−1
)]
,

onde λ1 = λmin(Q)/λmax(P ) com os autovalores máximos e mı́nimos das matrizes

Q = QT > 0 e P = P T > 0 denotados por λmin(Q) e λmax(P ), respectivamente.

1As propriedades da traça são apresentadas no Apêndice A.1.
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Isto implica a propriedade (ii) por um lema de comparação para desigualdades

diferenciais (ver Lema 3.4 de [83]). De (C.2) e como Θ̃ = Θ−Θ∗ e Mϑ≥‖Θ∗‖F por

hipótese, pode ser mostrado que o termo −2σ̃tr
[
Θ̃WΘT

]
é não-positivo. Assim,

segue que V̇ ≤ −xTeQxe ≤ 0. Desta forma, usando o Lema de Barbalat, é posśıvel

mostrar que xe(t)→0 e eL(t), e(t)→0 à medida que t→∞.
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Apêndice D

Parâmetros de adaptação ideais

Foi visto que para que a lei de adaptação B-MRAC possa ser aplicada é necessário

conhecer o valor da constante Mθ, que representa o raio da hiperesfera dentro da qual

estão contidos os parâmetros ideais, que são aqueles que conseguem um casamento

perfeito entre a planta e o modelo para qualquer sinal de referência e podem ser

estimados pelas leis de adaptação quando o sinal de referência é suficientemente

rico.

Aqui será vista uma forma de calcular os parâmetros ideais representados por um

vetor de parâmetros ideais θ∗ no caso SISO e por uma matriz de parâmetros ideais

Θ∗ no caso MIMO, através da resolução de uma equação que pode ser aplicada para

ambos casos.

Serão apresentados exemplos de cálculo de equações paramétricas dos parâmetros

ideais de sistemas SISO de plantas de 2 e 3 pólos; e para o caso MIMO, o cálculo

da equação paramétrica de um sistema cuja matriz Θ∗ tem 16 parâmetros e outra

cuja matriz Θ∗ tem 24 parâmetros. É importante destacar que no segundo exemplo

MIMO, Θ∗ tem infinitas soluções.

D.1 Equação do casamento ideal do MRC

Sejam as funções de transferência da Planta G(s) e do Modelo WM(s)

G(s) =
Y (s)

U(s)
, WM(s) =

YM(s)

R(s)
, (D.1)

onde y é o sinal de sáıda da planta, u é a lei de controle, yM é o sinal de sáıda do

modelo e r é o sinal de referência. Os sinais de sáıda dos filtros de entrada e sáıda

ωu e ωy da planta são dados por

ωu = F (s)u, ωy = F (s)y, (D.2)
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onde F (s) é a função de transferência dos filtros, e a lei de controle u é dada por

u = θTω = θu
Tωu + θy

Tωy + θ0
Ty + kT r.

A lei de controle ideal

u∗ = θ∗Tω = θu
∗Tωu + θy

∗Tωy + θ0
∗Ty + k∗T r, (D.3)

é aquela que consegue que o sinal de sáıda da planta y seja igual ao sinal de sáıda

do modelo yM , obtendo um sinal de sáıda da planta ideal y∗. Tem-se de (D.1)

y∗ = WM(s)r, u∗ = G(s)−1WM(s)r, (D.4)

logo, os sinais filtrados ideais ωu
∗ e ωy

∗ da planta são obtidos substituindo (D.4) em

(D.2), sendo dados por

ωu
∗ = F (s)G(s)−1WM(s)r, ωy

∗ = F (s)WM(s)r. (D.5)

Assim, substituindo (D.5) e (D.4) em (D.3), tem-se

G(s)−1WM(s)r =
(
θu
TF (s)G(s)−1 + θy

TF (s) + θ0
T + kTWM(s)−1)WM(s)r,

Eq =
(
θu
TF (s)− I

)
G(s)−1 + θy

TF (s) + θ0
T + kTWM(s)−1 = 0. (D.6)

Então, os parâmetros ideais θ∗ do caso SISO (ou Θ∗ do caso MIMO) são aque-

les que conseguem resolver a equação (D.6), obtendo um casamento perfeito para

qualquer sinal de referência r.

D.2 Parâmetros ideais do caso MRAC SISO

D.2.1 Definição do problema SISO

Seja a função de transferência de uma planta SISO de n pólos, dada por

G(s) = kp
Zp(s)

Rp(s)
,

onde kp é o ganho de alta frequência da planta e Zp(s) e Rp(s) são polinômios mônicos

de graus mp e np, respectivamente, e a função de transferência de um modelo de

referência SISO de pm pólos, dada por

Wm(s) = km
Zm(s)

Rm(s)
,
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onde km é o ganho de alta frequência do modelo e Zm(s) e Rm(s) são polinômios

mônicos de graus qm e pm, respectivamente.

A função de transferência do filtro é dada por

F (s) =
Ψ(s)

Λ(s)
,

onde Λ(s) é um polinômio arbitrário Hurwitz de grau n−1 que contém Zm(s) como

fator, de forma que

Λ(s) = Λ0(s)Zm(s), (D.7)

onde Λ0(s) é mônico, Hurwitz de grau n0 = n− 1− qm e Ψ(s) é dado por

Ψ(s)=

 0, se n = 1,[
sn−2 sn−3 . . . sn−n

]T
, se n ≥ 2.

Se os graus de Rp(s), Zp(s), Λ(s), Λ0(s) e Rm(s) forem especificados, então a

solução de θ∗ sempre existe. Além disso, se Rp(s) e Zp(s) forem coprimos e n = np,

então a solução de θ∗ é única [6].

Para plantas SISO, foi mostrado em [5] e [6] que os parâmetros ideais θ∗ podem

ser achados resolvendo a seguinte equação diofantina

G(s) =
k∗kpZp(s)Λ

2(s)

Λ(s)
[
(Λ(s)− θ∗Tu Ψ(s))Rp(s)− kpZp(s)

(
θ∗Ty Ψ(s) + θ∗T0 Λ(s)

)]
,

(D.8)

fazendo

k∗ = kmkp
−1

e com (D.7) em (D.8) obtém-se

(
Λ(s)− θ∗Tu Ψ(s)

)
Rp(s)− kpZp(s)

(
θ∗Ty Ψ(s) + θ∗T0 Λ(s)

)
= Zp(s)Λ0(s)Rm(s),

que é uma simplificação de (D.6) para o caso SISO.

D.2.2 Exemplos de cálculo de parâmetros ideais de sistemas

SISO

Como na literatura podem ser encontrados vários exemplos de cálculo dos parâ-

metros ideais θ∗, nesta seção acharemos as equações paramétricas (com parâmetros

simbólicos) de sistemas de grau relativo n∗ = 1, com np = 2 (2 pólos) e np = 3 (3

pólos).
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Primeiro exemplo SISO

Considere um sistema com as funções de transferência da planta, do modelo e

dos filtros dados por

G(s) =
kp(s+ z)

(s+ p1)(s+ p2)
, WM(s) =

km
s+ pm

, F (s) =
f

s+ f
, (D.9)

pode-se substituir (D.9) em (D.6), agrupando os termos em função da variável com-

plexa de Laplace s, obtendo-se a seguinte equação

as3 + bs2 + cs+ d

e
= 0, (D.10)

onde:

a = kpk
∗/km − 1, b = θ∗uf + θ∗0kp − p1 − p2 − f + k∗kp(f + pm + z),

c = θ∗uf(p1 + p2) + θ∗0kp(f + z) + θ∗yfkp + k∗kp(fpm + fz + pmz)− f(p1 + p2)− p1p2,

d = fp1p2(θ∗u − 1) + fkpz(θ∗0 + θ∗y + k∗pm), e = kp(s+ f)(s+ z).

Os parâmetros ideais θ∗u, θ
∗
y, θ
∗
0, k
∗, que fazem um casamento ideal e = y−ym = 0,

são aqueles que conseguem que os elementos a, b, c, d da equação (D.10) sejam iguais

a zero. Do elemento a pode-se achar diretamente que o parâmetro k∗ é o ganho do

modelo km dividido pelo ganho da planta kp. Os três elementos restantes b, c e d

contêm os parâmetros θ∗u, θ
∗
y e θ∗0, com os quais pode-se formar um sistema de três

equações com três incógnitas, do qual obtém-se

θ∗ =


θ∗u

θ∗y

θ∗0

k∗

 =


(f − z) f−1

(f − p1)(f − p2)(fkp)
−1

(p1 + p2 − pm − f) k−1
p

kmk
−1
p

 .

A rotina do cálculo para o programa Wolfram Mathematica é apresentada na

Figura D.1.

Figura D.1: Rotina para o problema SISO de uma planta de dois pólos.
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Segundo exemplo SISO

Sendo as funções de transferência da planta, do modelo e dos filtros dados por

G(s) =
kp(s+ z1)(s+ z2)

(s+ p1)(s+ p2)(s+ p3)
, WM(s) =

km(s+ zm1)

(s+ pm1)(s+ pm2)
,

F (s) =
f

(s+ f)(s+ zm1)

[
1

s

]
, (D.11)

pode-se substituir igualmente (D.11) em (D.6) como no caso anterior e obter a

equação paramétrica do vetor de parâmetros ideais θ∗, dada por

θ∗ =



θ∗u1

θ∗u2

θ∗y1

θ∗y2

θ∗0

k∗


=



zm1 − z1z2f
−1

(f + zm1 − z1 − z2)f−1

(p1p2p3 − f
∏
pm − fzm1(f −

∑
p+

∑
pm))(fkp)

−1

(f 2 − f
∑
p+

∏
p+ zm1(

∑
pm −

∑
p+ f)−

∏
pm) (fkp)

−1

(
∑
p−

∑
pm − f)k−1

p

kmk
−1
p


,

onde
∑
p = p1+p2+p3,

∑
pm = pm1+pm2,

∏
p = p1p2+p2p3+p1p3 e

∏
pm = pm1pm2.

A rotina do cálculo para o programa Wolfram Mathematica é apresentada na

Figura D.2.

Figura D.2: Rotina para o problema SISO de uma planta de três pólos.

Quando a quantidade de parâmetros é maior (np > 3), é mais complicado achar

soluções na forma de equações paramétricas.
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D.3 Parâmetros ideais do caso MRAC MIMO

Os parâmetros ideais do controlador no caso MIMO, da mesma forma que no caso

SISO, devem cumprir com a equação (D.6), mas agora com parâmetros matriciais.

Sejam as matrizes de função de transferência m × m da planta, do modelo e dos

filtros dadas por

G(s) = [Gij(s)], WM(s) = diag[Mi(s)], F (s) = Ψ(s)Λ−1(s), (D.12)

onde Gij(s) e Mi(s) são as funções de transferência da planta e do modelo na linha

i e na coluna j. Designaremos os elementos da inversa da matriz da função de

transferência G(s)−1 como GIij(s), e as funções de transferência dos filtros como

Fk = sk−1Λ−1(s),

onde (k = 1, . . . , ν − 2), e ν é o ı́ndice de observabilidade.

Logo, substituindo (D.12) em (D.6) obtém-se uma matriz de funções polinomiais

da forma Eq ∈ Rm×m, onde cada elemento tem a forma

Eqij =
m∑
p=1

[
GIpj

(
ν−2∑
h=0

Fh+1Θ∗u(mh+p)i

)]
+
ν−2∑
h=0

Fh+1Θ∗y(mh+j)i
+Θ∗0ji+Mj

−1K∗Θji−Wij,

(D.13)

A matriz de parâmetros ideais Θ∗ é aquela que faz com que cada elemento (D.13)

da matriz Eq (D.6) seja igual a zero, i.e., aqueles que resolvem as m ×m equações

Eqij. Além disso, os elementos das linhas da matriz Eq compreendem parâmetros

de Θ∗u. Se o ı́ndice de observabilidade ν é maior que 2, também compreendem

parâmetros Θ∗y.

D.3.1 Exemplos de cálculo de parâmetros ideais de sistemas

MIMO

Dois exemplos do cálculo da matriz de parâmetros ideais Θ∗ são propostos. O

primeiro é um sistema com poucas variáveis simbólicas onde a matriz de parâmetros

ideais Θ∗ tem 16 parâmetros. No segundo exemplo procuramos a matriz de parâme-

tros ideais Θ∗ do sistema proposto em [134], onde notaremos que existem infinitas

matrizes Θ∗ que permitem obter o controle ideal nesse sistema. Nesse caso, a matriz

de parâmetros Θ∗ cujo vetor de parâmetros modificado ϑ∗ tenha a menor norma é

procurada, com o qual é posśıvel determinar a menor constante Mϑ requerida pela

lei B-MRAC.
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Primeiro exemplo MIMO

Sejam as funções de transferência matriciais da planta e do modelo

G(s) =

[
z1
s+p1

z2
s+p2

z3
s+p3

z4
s+p4

]
, WM(s) =

[
zm1

s+pm1
0

0 zm2

s+pm2

]
, (D.14)

onde a matriz de alta frequência da planta Kp é não singular. Assumindo um ı́ndice

de observabilidade ν = 2, os filtros são dados por

F (s) =
f

s+ f

[
1 0

0 1

]
, (D.15)

Assim, as matrizes de parâmetros ideais têm a seguinte forma

Θu =

[
θu11 θu12

θu21 θu22

]
, Θy =

[
θy11 θy12

θy21 θy22

]
,

Θ0 =

[
θ011 θ012

θ021 θ022

]
, KΘ =

[
k11 k12

k21 k22

]
.

(D.16)

Procede-se a substituir (D.14), (D.15) e (D.16) em (D.6). Depois de resolver,

tem-se que as equações paramétricas das matrizes de parâmetros ideais que formam

Θ∗ são dadas por

Θ∗u =
1

fDK

[
z2z3(p4 − f)− z1z4(p2 − f) −z1z3(p4 − p2)

−z2z4(p1 − p3) z2z3(p1 − f)− z1z4(p3 − f)

]
,

Θ∗y =
1

fDK

[
z4(p1 − f)(p2 − f) −z3(p1 − f)(p2 − f)

−z2(p3 − f)(p4 − f) z1(p3 − f)(p4 − f)

]
,

Θ∗0 =
1

DK

[
z4(p1 + p2 − pm − f) −z3(p1 + p2 − pm − f)

−z2(p3 + p4 − pm − f) z1(p3 + p4 − pm − f)

]
,

K∗Θ = K−1
p =

1

DK

[
z4 −z3

−z2 z1

]
,

onde DK é o determinante da matriz de alta frequência Kp dado por

DK = det(Kp) = z1z4 − z2z3.

A rotina do cálculo para o programa Wolfram Mathematica é apresentada na

Figura D.3.
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Figura D.3: Rotina do primeiro problema MIMO.
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Segundo exemplo MIMO

Analisamos o sistema proposto em [134]. Seja a função de transferência matricial

da planta

G(s) =

[
s+2

(s+3)(s−1)(s+1)
1

(s+1)(s+2)
1

(s−1)(s+1)(s+3)2
1

(s+1)(s+2)(s+3)

]
, (D.17)

e a função de transferência matricial do modelo

WM(s) =

[
1

(s+1)2
0

0 1
(s+1)2(s+2)

]
, (D.18)

pode-se verificar que o valor do ı́ndice de observabilidade ν mediante uma realização

minima de espaço de estado da planta, dada por

Ap =


−2 3 0 0 0

1 0 0 0 0

1 2 −6 −11 −6

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

 , Bp =


1 0

0 0

0 1

0 0

0 0

 , Cp =

[
0 1 0 1 3

0 0 0 0 1

]
,

onde Ap é a matriz de estados, Bp é a matriz de entrada e Cp é a matriz de sáıda da

planta. De Ap pode-se observar que o sistema tem n = 5 pólos. Agora, aplicando a

equação (2.14, obtém-se

posto


0 0

1 0

0 0

1 0

3 1

1 0

0 0

1 0

3 1

0 0

−1 0

5 0

−3 1

−11 0

−6 0



T

= 5.

Assim, pode-se determinar que o ı́ndice de observabilidade é dado por

ν − 1 = 2 → ν = 3.

Logo, de (4.8) e com λ(s) = (s+2)2 tem-se que a função de transferência matricial

dos filtros é dada por

F (s) =
1

(s+ 2)2


s 0

0 s

1 0

0 1

 , (D.19)

Assim, as matrizes de parâmetros ideais Θ∗ =
[
Θ∗Tu Θ∗Ty Θ∗T0 K∗T

]T
tem a seguinte
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forma

Θu =


θu11 θu12

θu21 θu22

θu31 θu32

θu41 θu42

 , Θy =


θy11 θy12

θy21 θy22

θy31 θy32

θy41 θy42

 ,
Θ0 =

[
θ011 θ012

θ021 θ022

]
, KΘ =

[
k11 k12

k21 k22

]
,

(D.20)

Procede-se a substituir (D.17), (D.18), (D.19) e (D.20) em (D.6), e assim, a

matriz de parâmetros ideais Θ∗ obtida é a seguinte

Θ∗u =


0 −1

−1 2

0 0

5 4

+


0 0

0 0

α β

α β

 , Θ∗y =


7 1

0 −7

14 8

0 −20

+


3α 3β

−5α −5β

9α 9β

−13α −13β

 ,
Θ∗0 =

[
−5 −2

−4 3

]
−

[
α β

2α 2β

]
, K∗ =

[
1 0

−1 1

]
.

A rotina do cálculo para o programa Wolfram Mathematica é apresentada na

Figura D.4.

Neste sistema a matriz de parâmetros ideais Θ∗ não é única, é uma familia de

matrizes de parâmetros ideais onde α e β podem ter qualquer valor. Assim o valor

da constante Mϑ, que é necessária para aplicar o controle B-MRAC, será maior ou

igual ao mı́nimo valor de ϑ∗, ou seja, Mϑ ≥ min(‖ϑ∗‖), onde ϑ∗ = vec(Θ∗).

Calculando ‖ϑ∗‖ obtém-se

‖ϑ∗‖ =
√

291α2 + 330α + 291β2 + 740β + 863. (D.21)

Assim, o valor de ϑ∗ é mı́nimo quando (291α2 +330α) e (291β2 +740β) são mı́ni-

mos, então minimizando ambas expressões (derivando e igualando a zero) obtém-se

α = −0.57 e β = −1.27. Assim, substituindo em (D.21), obtém-se que Mϑ ≥ 17.3.
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Figura D.4: Rotina do segundo problema MIMO.
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